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1. Berichtigung des 

Curie-Langevinschen Magnetisierungsgesetzes 
die molekulare Weglänge; 

> me von E. A. Holm, 
Inhalt: $1. Kurzgefaßter Bericht über vorherige Versuche zur Fort- 
führung der Langevinschen Theorie des Paramagnetismus. — § 2. Be- 
rücksichtigung der: molekularen Weglänge in der kinetischen Theorie 
des Paramagnetismus. — $3. Über magnetische Untersuchungen an 
flüssigen Sauerstoff-Stickstoffgemischen. — $ 4. Über magnetische Unter- 
suchungen an flüssigem, ungemischtem Sauerstoff. — $ 5. Über magne- 
tische Untersuchungen [an gasförmigem, verdichtetem Sauerstoff. — 


§ 6. Bemerkung über die Magnetisierbarkeit fester, paramagnetischer 
Stoffe. — $ 7. Zusammenfassung. 


Bezeichnungen: 

= 6,18 - 10231) Anzahl Moleküle pro Grammolekül. i 

ak Nk = 83,16 - 10°. 

e Dichtigkeit des paramagnetischen Gases. 

T abs. Temperatur. (Wenn nichts anderes bemerkt wird, beziehen 
sich die vorkommenden Temperaturangaben stets auf den ab- 
soluten Nullpunkt.) 

H magnetisierendes Feld. 

J spezifische Intensität. 

bei magnetischer Sättigung. 

Suszeptibilität. 

6 Curiesche oder Sutherlandsche Konstante. a=\, 

® Curie -Punkt. a: { 


m = M:N Masse des magnetischen Molekiils (von der Form eines 
Rotationskörpers). 

I, I’ Hauptträgheitsmomente des Molekülschwerpunktes (I’ um 
die Figurenachse). 

m = mJ.„ molekulares magnetisches Moment (nach der Figuren- 
achse gerichtet). 

w, 9, & Eulersche Winkel der Hauptträgheitsachsen des Schwer- 
punktes (% zwischen m und H), 

u Schwerpunktsgeschwindigkeit und 


1) Entsprechend dem Werte 2,76-10'® der Loschmidtschen Zahl. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 47. 
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p,q, r Winkelgeschwindigkeiten um die soeben genannten Achsen 
(r um die m-Achse) im Zeitmomente t. 
x = — cos wcos(& — p) = p, wsin(& — 9) = 
Fos Up» Wo, To Anfangswerte, entsprechend dem Zeitmomente t,. 
E kinetische Energie des Moleküls im Zeitmomente t. 
E mittlere Energie im Augenblicke des Anstoßes. 
o Durchmesser der molekularen Wirkungssphäre. 


l mittlere Weglänge der die Geschwindigkeit u besitzenden Moleküle. 


L mittlere Weglänge sämtlicher Moleküle. 
2 » Geschwindigkeit sämtlicher Moleküle. 
$ 1. Kurzgefaßter Bericht über vorherige Versuche zur 
a: Fortführung der Langevinschen Theorie des Paramagnetismus. 
ca Der modernen Auffassung des Paramagnetismus liegt wohl 


die Langevinsche!) Theorie zugrunde. Dieselbe setzt be- 
kanntlich voraus, daß die Moleküle eines (zweiatomigen) Gases 
ein konstantes, magnetisches Moment besitzen und daß ihre 
thermische Bewegung sich der gleichrichtenden Einwirkung 
des äußeren magnetischen Feldes entgegenstellt. Unter Ver- 
gleichung des Problems mit einem vorher von Boltzmann 
behandelten, wobei: der thermodynamische Gleichgewichts- 
zustand eines schweren Gases betrachtet wird, benutzt Lange- 
vin die Verteilungsfunktion 


m H cos 


(1) W=Ke , 
ba Se wo K’ eine von ® unabhängige Größe ausmacht. Hieraus 
ergibt sich als Wert der spezifischen Intensität 
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_ wobei zum Studium des Einflusses einer möglichen Temperatur- 
abhängigkeit der Masse des Moleküls auch M in die Formel 
eingerückt ist (vgl. p. 4). Für kleine Werte von a vereinfacht 


sich der Ausdruck und wird 
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1) P. Langevin, Ann. de Chim. Phys. (8) 5. p. 114f. 1905. 
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Berichtigung des Curie-Langevinschen Magnetisierungsgesetzes. 3 


was das Curiesche*) Magnetisierungsgesetz der paramagne- 
tischen Stoffe ausdriickt. Nach neueren Untersuchungen gilt 
diese Formel aber beinahe nur fiir paramagnetische Gase 
bei nicht zu niedrigen Temperaturen oder nicht zu hohen 
Drucken (vgl. § 5). 

Unter Annahme eines „molekularen Feldes‘ von un- 
geheurer Stärke (jedoch von nichtmagnetischer Natur!), 
das innerhalb kleinerer Bereiche eines ferromagnetischen 
Körpers wirkt und proportional der Magnetisierung ist, sucht 
Weiss) die von der Temperatur abhängige Sättigungsintensität 
dieser Körper mit Hilfe von (2) zu erklären. Beim Überschreiten 
der ferromagnetischen Umwandlungstemperatur, d.h. im para- 
magnetischen Zustand des ferromagnetischen Körpers, ergibt 
ferner, nach Weiss, die betreffende Hypothese 

You y cov madandA 
was auch in Übereinstimmung mit der Erfahrung steht, jedoch 
mit Ausnahme des Eisens im y-Bereich und des Pyrrhotins.®) 
Zu bemerken ist übrigens, daß die ferromagnetischen Körper 
mehrere Werte von © (>0) und C besitzen können, ent- 
sprechend je einem besonderen paramagnetischen Zustand. 

Tatsächlich ist nun dieselbe Formel — mit negativem 0 — 
auch auf mehrere, nur als paramagnetisch bekannte Körper 
angewandt — so von Kamerlingh Onnes und Oosterhuis 
auf flüssigen Sauerstoff, und von Perrier und Kamerlingh 
Onnes auf flüssige Sauerstoff-Stickstoffgemische (vgl. § 8) — 
und es wird die, Gültigkeit derselben gewöhnlich als ein Beweis 
der Existenz eines „negativen molekularen Feldes‘ betrachtet, 
das sich dem Parallelstellen der magnetischen Achsen der 
Moleküle durch das äußere Feld entgegenstellt.*) 

1) P. Curie, Ann. de Chim, Phys. (7) 5. p. 396. 1895. 

2) P. Weiss, Journ. de Phys. (4) 6. p. 661. 1907; (5) 1. p. 900, 965. 
1911; Compt. rend. 157. p. 1405. 1913; 158. p. 29. 1914; Ann. de Chim. 
Phys. (9) 1. p. 134. 1914. 

3) Vgl. P. Weiss, Ann. de Chim. Phys. (9) 1. p. 137. 1914, wo auch 
ausführliche Literaturangaben zu finden sind. 

4) Vgl. z.B. G. Foéx, Arch. de Genéve (4) 35. p. 409. 1913. Ich 
habe (E. Holm, Arkiv f. Mat. Astr. o. Fysik, K. Vet. Ak. Stockholm, 
Bd. 8. Nr. 16, $$ 6, 7. 1912) die Formel an zwei von Honda untersuchten 
Platinproben im ganzen vorkommenden Temperaturbereich, on der 
Zimmertemperatur bis 1100—1150° C, sowie an einigen von Jäger und 
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Unter Annahme eines solchen Feldes sowie unter Hinzu- 
ziehung einer von Weiss!) in die Verteilungsfunktion (1) 
eingeführten potentiellen Energie, welche die magnetischen 
Moleküle eines kristallisierten Körpers zufolge ihrer Orien- 
tierung besitzen, wird die beobachtete Abweichung der spezi- 
fischen Suszeptibilität dieser Körper vom Curie-Langevin- 
schen Gesetze (3) gegen den absoluten Nullpunkt hin von 
Foöx?) erklärt. 

Aus (8) geht hervor, daß y von M abhängt. Es scheint 
sich also die Möglichkeit zu ergeben, die betrachtete Nicht- 
gültigkeit der betreffenden Formel durch eine Temperatur- 
abhängigkeit dieser Größe zu erklären, ein Gedanke, der gleich- 
zeitig von Oxley*) und von mir“) aufgenommen ist. Wie man 
unmittelbar aus (8) ersieht, entspricht aber eine geringere 
Abnahme von x mit wachsender Temperatur, als es von der 
umgekehrten Proportionalität mit der Temperatur gefordert wird 
— ein Verhalten, das beinahe ohne Ausnahme für die nur 
als paramagnetisch bekannten, festen Elemente gilt) — 
einem mit der Temperatur wachsenden M. Wenigstens 
trifft dies zu, wenn man, nach der Weissschen Magnetonen- 
theorie, ein Aneinanderreihen der Molekularmagnete mit immer 
parallelgestellten magnetischen Achsen — also J,, in (8) kon- 


Meyer zwischen 2 und 80—90°C und an einigen von Mosler im Intervalle 
0—40° C untersuchten paramagnetischen Salzlösungen bestätigt, bin aber 
trotzdem keineswegs der Meinung, daß das genannte Feld hier vorhanden 
ist. In einem genügend kleinen Temperaturbereich läßt sich übrigens eine 
Formel der Art (4), mit zwei unbestimmten Konstanten, immer den Be- 
obachtungen anpassen. A 


je 1) P. Weiss, Compt. rend. 156. p. 1674, 1836. 1913. 
2) @. Foöx, Compt. rend. 157. p. 1145. 1913. 
me x 3) A. E. Oxley, Cambridge Proc. 16. p. 486. 1912; 17. p. 65. 1913. 
é $ 4) E. Holm, Arkiv f. Mat. Astr. o. Fysik, K. Vet. Ak. Stockholm, 


Bd. 8. Nr. 16. 1912. i 

i 5) Für Pr zwischen — 170 und 200° C, für Er im Bereiche 400— 700° C 
und für Nd zwischen — 100 und 200°C scheint nach den Untersuchungen 

a von M. Owen (Ann. d. Phys. 87. p. 657. 1912) eine stärkere Abnahme von 


x mit wachsender Temperatur vorzukommen (für das zweite dieser drei 


Peat 4. Elemente wird jedoch vom Autor der anomale — nicht reversible — Ab- 
na fall auf Oxydation oder sonstige Veränderungen zurückgeführt). Dasselbe 

we BEA gilt im ungefähren Bereich 600—1110°C für eine von K. Honda (Ann. 
hi aes d. Phys. 82. p. 1027. 1910) studierte unreine Pd-Probe; dieser Forscher 
= BR 5 7 findet zudem, daß y für Sn beim Schmelzen von einem positiven Wert 


auf einen negativen plötzlich herabfällt. BF WE 
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Berichtigung des Curie- Langevinschen Magnetisierungsgesetzes. 5 


stant — voraussetzt. Bei der Erklärung der Temperaturabhängig- 
keit des Diamagnetismus durch einen vorkommenden (von dem 
Diamagnetismus überdeckten) Paramagnetismus, der sich 
ebenfalls durch (3) ausdrückt, fand ich übrigens, daß auch 
für die diamagnetischen Körper das Gesagte im allgemeinen 
gelten dürfte. Ein solches Resultat steht wohl aber in geradem 
Gegensatz zu allen gewöhnlichen Vorstellungen. 

Debye?) ist der Meinung, daß die Nichtübereinstimmung 
der Curie-Langevinschen Formel mit der Erfahrung im 
Zusammenhang mit den Schwierigkeiten steht, welche der 
statistischen Mechanik in letzter Zeit erwachsen sind. Nimmt 
man nämlich an, daß die Abweichung vom Gesetze der gleich- 
mäßigen Energieverteilung die Grundursache des Phänomens 
ist, so tritt — nach der Aussage des Autors?) — an Stelle 
der Formel (8) eine mit zwei. Konstanten, dan. 

welche für T = 0 verschwindet und bei wachsendem T durch 
ein Maximum geht und übrigens immer ein kleineres x 
ergibt als das aus (3) hervorgehende. Ein solches vorüber- 
gehendes Maximum der Magnetisierbarkeit steht auch in 
Übereinstimmung mit der Wirklichkeit, z. B. nach den Unter- 
suchungen von Kamerlingh Onnes und Perrier?) und 
von Kamerlingh Onnes und Oosterhuis*) an festem 
Sauerstoff und wasserfreiem Ferrosulfat. 

Das Gesetz (3) läßt sich so deuten, daß x umgekehrt 
proportional der rotatorischen Energie des zweiatomigen Mole- 
küls verläuft. In Übereinstimmung mit der Anschauung von 
Debye läßt nun Oosterhuis®) die klassische Annahme 
fallen, daß diese Energie proportional der absoluten Tem- 


1) P. Debye, Verh. d. Schweizerischen Naturf. Ges., Jahresvers. in 
Solothurn 1911. 1. p. 220. 

2) Die Herleitung der Debyeschen Formel ist mir nicht bekannt. 

3) H. Kamerlingh Onnes und A. Perrier, Versl. K. Ak. van Wet. 
20. p. 803. 1911; Comm. Physik. Lab. Leiden Nr. 124a. A. Perrier 
und H. Kamerlingh Onnes, Versl..K. Ak. van Wet. 22. p. 1004. 1914; 
Comm. Physik. Lab. Leiden Nr. 139c. 

4) H. Kamerlingh Onnes und E. Oosterhuis, Versl. K. Ak. van 
_ 21. p. 275. 112; ‚Comm. ey Lab. Leiden Nr. 129b. 
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peratur ist, und führt einen anderen, aus der (neueren) Planck- 
schen Quantentheorie hervorgehenden, vorher von Einstein 
und Stern!) auf Wasseistoff benutzten Ausdruck der Energie 
ein, welcher eine rotatorische Energie auch beim absoluten 
Nullpunkte voraussetzt. Für höhere Temperaturen konvergiert 
die Oosterhuissche Formel für x gegen (4) mit O<0. 

Der genannte Autor rechnet mit derselben (mittleren) 
Rotationsfrequenz aller Moleküle. Ein genauerer Wert der 
Rotationsenergie — gleichfalls auf Grund der (neueren) 
Quantentheorie — wird von Keesom?) abgeleitet und als 
Ersatz des Äquipartitionswertes in den Theorien von Langevin 
und Weiss benutzt. Diesem Forscher gelingt es, die Tem- 
peraturabhängigkeit der ferromagnetischen Sättigungsintensität 
besser als Weiss darzustellen. Bezüglich der schwachmagne- 
tischen Körper werden die Formeln an Sauerstoff und Sauerstoff- 
Stickstoffgemischen in flüssigem Zustand geprüft und dabei 
eine gute Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen ge- 
funden, wenigstens eine ebensogute wie bei der oben er- 
wähnten Anwendung des ‚negativen molekularen Feldes‘. 

Eine direkte Einführung des quantentheoretischen Aus- 
druckes der rotatorischen Energie des Molekularmagnets in (3) 
wurde übrigens vor Oosterhuis und Keesom vorgenommen 
von Alterthum?), der sich aber dabei der älteren Quanten- 
theorie ohne Nullpunktsenergie bediente und infolgedessen 
eine Temperaturabhängigkeit auch der Sättigung J,, (gleich- 
falls unter Zuhilfenahme der Quantentheorie) annehmen mußte. 

Bei einer Betrachtung über den Mechanismus der Magneti- 
sierung ohne Berücksichtigung der thermischen Agitation, 
d. h. beim absoluten Nullpunkte, wird von Gans und Hertz*®) 
ein wungeordnetes Molekularfeld berücksichtigt. Je nach 
der Größe desselben ergibt sich Para- oder Ferromagnetismus ; 
ferner wird auch beim absoluten Nullpunkte keine magnetische 
Sättigung hervortreten können, infolge der Direktionskraft 
des betreffenden molekularen Feldes. Gans°) hat später 
auch die thermische Bewegung berücksichtigt und gelangt 


1) A. Einstein u. O. Stern, Ann. d. Phys. 40. p. 551. 1913. 


m 2) W. H. Keesom, Physik. Zeitschr. 15. p. 8, 723. Be Ur \ 
H. Alterthum, Ann. d. Phys. 89, p.955. 1912. 
4) R. Gans, Gött. Nachr. 1910. p. 197. AE 


5) R. Gans, Gott. Nachr. 1911. p- 118. al (6 203: 
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Berichtigung des Curie-Langevinschen Magnetisierungsgesetzes. 7 


zu einer Formel derselben Art wie die Langevinsche (2). 
Für den paramagnetischen Fall konvergiert sie gegen!) 

im Gegensatz zum obigen Resultat von Oosterhuis. Gans?) 
betrachtet auch die Schlußfolgerung dieses Autors über die 
Existenz einer Nullpunktsenergie als verfrüht, wenn er auch 
für nicht unwahrscheinlich hält, daß eine Berücksichtigung 
der Quantentheorie in seinen eigenen Überlegungen eine Ver- 
besserung der Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen 
bei sehr niederen Temperaturen herbeiführen wird. Bezüglich 
des Ursprungs des ungeordneten Molekularfeldes zieht Gans?) 
in einer soeben erschienenen Arbeit den interessanten Schluß, 
„daß entweder das Molekularfeld nicht rein magnetischer 
Natur ist, oder daß die Zahl der Elementarmagnete von der 
der Moleküle verschieden sein kann“. 


Auch Honda?) setzt eine (übrigens ursprünglich von 
Weber berücksichtigte) Direktionskraft voraus, welche die 
Parallelstellung der magnetischen Achsen der Moleküle durch 
das äußere Feld zu verhindern sucht. Zum Veranschaulichen 
derselben wird in der Langevinschen Theorie — Formel (2) — 
die rotatorische Energie RT pro Grammolekül durch ein 
additives Glied vervollständigt; für dieses wie auch für die 
Sättigung J„ wird zudem eine Temperaturabhängigkeit an- 
genommen. In einem ferromagnetischen Körper sind die 
Moleküle angenähert sphärisch, was ein abgeschwächtes Des- 
orientierungsvermögen der thermischen Bewegung zur Folge 
hat®); bei Temperaturerhöhung geht ferner diese sphärische 
Molekülform allmählich in eine längliche über, die im para- 
magnetischen Zustand herrschen wird. 

Zum oben Erwähnten ist nachzutragen, daß man bezüg- 


1) R. Gans, Ber. d. D. Physik. Ges. 1914. p. 785. Hak L wor, 
2) R. Gans, Ber. d. D. Physik. Ges. 1914. p. 970. ne 


3) K. Honda, Töhoku Seience Rep. 3. Nr. 4. p. 171. 1914. 
4) Vgl. das in $ 3 (p. 31) von Keesom über das flüssige Sauer- 
stoffmolekül Gesagie. Ich bemerke, daß die von Honda herangezogene 
Erklärung der Temperaturabhängigkeit des Diamagnetismus durch ein 
vorhandenes paramagnetisches Moment des diamagnetischen Moleküls 
vorher von mir ausgesprochen ist (vgl. p.5). [4 
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lich der Langev inschen Verteilungsfunktion (1) die folgende 
Überlegung machen kann.!) Vom Zeitmomente ft) an gezählt 
läßt sich — mH cos d, einfach als die Arbeit deuten, welche 
das magnetische Feld an einem rotierenden Molekül mit der 
anfänglichen Orientierung 9, im Mittel leistet. Diese Arbeit 
wird offenbar in kinetische (rotatorische) Energie umgesetzt, 
woraus folgt, daß man in Gegenwart des Feldes mit der 
mittleren kinetischen Energie des Moleküls seize 
(6) B= }[(mu,’ + Io,’ — mH cos 9, 
zu rechnen hat. Derjenige thermodynamische Gleichgewichts- 
zustand, welcher sich unter Einwirkung des magnetischen 
Feldes einstellt, entspricht dann nach Maxwell einer Ver- 
teilung 


W= Ke = Ke 
(7) m H cos d, At ty 


welche mit (1) vollständig übereinstimmt. 


1) Vgl. E. Holm, Ann. d. Phys. 44. p. 243. 1914. In dieser Arbeit 
ist t; in den Augenblick der Felderregung verlegt, was jedoch nicht not- 
wendig ist. Unter Anwendung einer ähnlichen Betrachtungsweise auf eine 
Sammlung quasielastisch schwingender Elektronen sowie auf eine von 
starren, homogenen und homogen geladenen Molekülen rotationsellip- 
soidischer Form ergab sich (in derselben Arbeit p. 245f.) keine Magneti- 
sierung überhaupt, im Gegensatz zu dem Resultat von Hrn. J. Kroo 
(Ann. d. Phys. 42. p. 1384f. 1913), der vorher in diesen Fällen eine 
diamagnetische Induktion bekommen hat. In einer brieflichen Aus- 
einandersetzung, welche leider durch den Weltkrieg abgebrochen wurde, 
machte nun freilich Hr. Kroo den Einwand, daß meine Auffassung — 
wenigstens was auf die Elektronentheorie ankommt — nicht theoretisch 
streng begründet wäre, während dagegen seinen eigenen Rechnungen 
richtige Prinzipien zugrunde lägen. Tatsächl' h wird jedoch der Fall ge- 
rade umgekehrt sein, denn soweit ich finden kann, ist eine der Kroo- 
schen Hauptformeln — die in $ 3 seiner Arbeit mit (22) bezeichnete — 
fehlerhaft im magnetischen Sinn. Beschränken wir uns nämlich auf den 
Magnetismus (Hr. Kroo behandelt auch die Dielektrizität), so muß wohl 

Kroosche ,,elektrokinetische Potential der wechselseitigen Felder“ 


+ 7 


(wo die Summation über alle Geschwindigkeitskoordinaten 4 erstreckt ist, 
welche zum betrachteten Molekülsystem gehören, und a unabhängig von 
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Erteilt man den Größen m und H in (7) oder (1) die Be- 


deutung eines elektrischen Moments bzw. einer elektrischen 
Feldstärke, gelangt man zu der Theorie von Debye!) zur 
Erklärung der Temperaturabhängigkeit der Dielektrizität. Eine 
eventuelle Berichtigung der Langevinschen Theorie des 
Paramagnetismus gilt somit auch für die genannte dielektrische. 


§ 2. Berücksichtigung der molekularen Weglänge in der 
kinetischen Theorie des Paramagnetismus. 


Bezüglich der im Vorhergehenden erwähnten Versuche 
zur Erklärung der beobachteten Abweichung vom Curie- 
Langevinschen Gesetze (3) könnte man die Frage stellen: 
enthält wirklich diese Formel die endgültige Lösung des Pro- 
blems unter den von Langevin gemachten Voraussetzungen, 
d. h. nimmt stets ein (ideales) Gas, dessen Moleküle zwei- 
atomig sind und ein konstantes magnetisches Moment (nach 


-der Achse des Moleküls gerichtet) besitzen, notwendigerweise 


q ist). Dann gilt aber, statt der genannten Formel (im magnetischen 
Falle), 


oW 
W=®, 


und führt man, unter Berücksichtigung dieses Resultats, die Kroosche, — SER 


auf die Hamiltonschen Gleichungen gegründete Herleitung der Vertei- 
lungsfunktion nochmals durch, so gelangt man gerade zu der ersten Formel 
(7) oben, wenn E die mechanisch-kinetische Energie des geladenen Massen- 
teilchens im magnetischen Felde bedeutet. (Nach Hrn. Kroo wird das im 
Exponenten der e-Funktion einzusetzende F gleich der genannten Energie, 
vergrößert um die zweifache ‚„‚magnetische‘“‘ Energie des Teilchens im Felde.) 
Ich betrachte darum die Grundlage dieser Formel gar nicht durch die 
Krooschen Rechnungen erschüttert, und es läßt sich die Frage, inwieweit 
die Langevinsche Verteilungsfunktion richtig ist oder nicht, ganz und 
gar auf die Gültigkeit des Wertes (6) der mittleren kinetischen Energie 
überführen. In $2 wird auch ein anderer Energieausdruck abgeleitet. 

Hr. Kroo machte mich darauf aufmerksam, daß man bezüglich der 
quasielastisch schwingenden Elektronen das von mir erhaltene Resultat 
unmittelbar bekommen kann, wenn man die Koordinatentransformation 
(wo x, y, &, y die von mir angewendeten Koordinaten bedeuten, _ 

1) P. Debye, Physik. Zeitschr. 18. p. 97. 1912. Vgl. auch S. Rat- 
nowsky, Ber. d. D. Physik. Ges. 1913. p. 499; J. Kroo, Ann. d. Phys. 
42. p. 1378f. 1913. 
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die Magnetisierung (2) oder für erreichbare magnetisierende 
Felder die Magnetisierung (8) an, wenn man die magnetische 
Wechselwirkung der Moleküle vernachlässigt? Ich glaube, 
daß dies nicht der Fall ist, sondern daß aus einer stren- 
geren Herleitung ein Berichtigungsfaktor der Formel (8) hervor- 
geht, der stets kleiner als die Einheit ist und bei zunehmender 
Dichtigkeit des magnetischen Gases gegen Null konvergiert. 

Wir nehmen im allgemeinen an, daß das magnetische 
Molekül einen Rotationskörper (mit homogener Massenverteilung) 
bildet, dessen magnetisches Moment nach der Figurenachse 
gerichtet ist. Die Bewegungsgleichungen eines solehen Mole- 
küls in Gegenwart des magnetischen Feldes lauten !) 


I(p® + I’ +2 mH (cos & — cos 8) — I (pp? + qo?) 


—I'n?=0, 
Isin (p sin + q cos gy) — I’ rcos — I sin 9, (pg Sin 
+ Jo COS Po) To COS a= 0, 


cate 

we —acos®?—a=0, wsindsine —br,cs#®— B=0, 
2mH 

a= — acos a= 


1 
— bry cos I, 


Die doppelte kinetische Energie des Moleküls beträgt 
(9) 2E=mw? + +l(a+acos®). 

Ohne Schwierigkeit läßt sich nun nachweisen, daß das 
durch (8) bestimmte # der Differentialgleichung genügt +): 
(10) + Va (a — (% — = — co 8). 
Hier sind 2,, z, und x’ die drei Wurzeln der Gleichung 


1 | (a — a2) (1 — a) — (B -br,2)?=0; 
und entspricht dem positiven Zeichen in (10) ein Anwachsen 


1) Vgl. P. Appell, Traité de mic. rat. II, §§ 395, 404. 1904. 
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des x von a, bis x, und dem negativen eine Abnahme von ~ 
x, bis z,. Setzt man ferner 


2, + (2 — 2) 2, 


so wird aus (10), nach einer einfachen Reduktion und wenn a 
wir uns vorläufig auf das positive Zeichen beschränken, aL 


z 


dx 


a 4 it}, 


Val), 


1). 


Die Lösung dieser Gleichung lautet 
189) z=sndt. —-z)snAt, 


wobei als Nullpunkt von ¢ der Zeitmoment gilt, in dem x =z, 
ist. Für den Zeitmoment t,, wo die Anfangswerte &,, By, ... | 
herrschen, hat man dann nach (12), 


— 


At, = arcsin z, + [aresin ae 2,2] bos 


Nach (9) und (13) wird 
(15) + I [a - — z)sn?At]. 


Die Bewegungsgleichungen (8) des magnetischen Moleküls _ 
und also auch dieser Ausdruck seiner kinetischen Energie 
gelten nun, so lange das Molekül unter ungestörter Einwirkung 
des magnetischen Feldes steht, d. h. bis zum nächsten Zu- 
sammenstoße des Moleküls mit einem der übrigen Moleküle. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß das Molekül dabei eine Weg- — 
strecke s frei zurücklegt, im Intervalle s bis s+ds aber an- 3 
stößt, ist bekanntlich durch *) 


1 


ausgedrückt. Schreiben wir also 


1) Vgl. O. E. Meyer, Kin. Th. d. Gase, Math. Zusätze, 5526, 7. 
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Ug (¢ — to) 


(16) s=u,(t—t), ds=u,dt, dw=*e .dt, 


so hat, nach (15) und (16), das Molekül beim nächsten Stoß 
im Mittel die doppelte kinetische Energie 


2 [Eau 
(17) to 


I Co (t to) 


= 


(18) IK + (3) + 


h h\5 h\® 1- (1 - 


und ferner ?) 


fe de = sin + 7.) cos 
0 


nnil 

Durch partielle Integration wird dann das Integral in (17), 
nach einer einfachen Reduktion, 


tgy, = 


to n=1 


1)E. Jahnke u. F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln u. Kurven, 
p. 47. 1909. 
=“ Bas 2) J. A. Serret, Lehrb. d. Diff.- u. Integralrechn. II, $456. 1899. 


2 _ 2a qr nny, . - 
fowtyay Ke 4 fat) 
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Nach Einführung dieses Ausdruckes und des Wertes vona © 
nach (8) in (17) bekommt man 


22 =mu,? + Iw? + + al — 2, 


(20) wet 
[E-K+ +7.) cos 7,|}- 
n=1 


q? 


Wenn kein magnetisierendes Feld vorhanden wäre, so 
drückte sich die in (19) vorkommende molekulare Weglänge 1 
streng aus durch die Gleichung +) 


(21) + | d 
0 


oder angenähert, innerhalb einer Fehlergrenze von etwa 2,5 Proz., 
durch }) 

Far die hier vorkommenden Größen Q und L hat man ?) 


(23) = 2/247, L= £(1- 


m 


wo g eine Konstante und f(T) eine noch zu bestimmende © AEN 
Temperaturfunktion bedeutet (vgl. § 3). \ 

Die Energie (20), welche in Anbetracht der Ausdrücke (11), 
(12), (14), (18) und (19) sowie unter Hinzuziehung einer 
Formel nach Art von (21) oder (22) eine Funktion der an- 
fänglichen Werte &,, 99), uy, Wo und r, der Variabeln ist, liefert 
offenbar einen Ersatz der Formel (6). Gerade diese Energie — 
(20) — dürfte also durch die Zusammenstöße der magnetischen 
Moleküle nach der ersten Formel (7) verteilt werden, und es 
ergibt sich dadurch eine Berichtigung der 
Verteilungsfunktion (1). 


1) 0. E. Meyer, l. c. $$32, 37. 

2) O. E. Meyer, |. c. §§ 34, 35. Nach einer Bemerkung von 6. Jäger 
(Winkelmanns Handb. d. Phys. 3. p. 703. 1906) ist der Zifferfaktor 
des Korrektionsgliedes der Formel für Z nicht völlig sichergestellt. 
Bezüglich der Anwendung der betreffenden Formel unten (§5) wird aber 
dies jedenfalls ohne größere Bedeutung. Die Größe kim Ausdruck von Q =| 


hat offenbar nichts zu tun mit der Zahl k? in (12). ENT Sig 


| 
t 
i 
i 
b 
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= 
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Entwickelung für den Psramagnetischen Fal. 

Wir beschränken uns im folgenden auf den paramagne- 
tischen Fall, welcher dadurch charakterisiert ist, daß die 
Magnetisierung proportional der magnetisierenden Feldstärke (H) 
verläuft. Dementsprechend ist die Energie (20) in einem linearen 
Ausdruck von a=2mH:I zu entwickeln. Berechnen wir 
dann zunächst die drei Wurzeln der Gleichung (11), so wird 
man hier mit hinreichender Annäherung 


V B+ _ + WV wo" +b r,? 
2 hte? ’ 
(24) w,? +6 Wy +b To 
| + b? 
~ a 


anwenden, was immer gilt bis zu einer kleinen (mit Ya oder 
V H gegen Null konvergierenden) unteren Grenze der Winkel- 
geschwindigkeiten wy und ry. Wird dies in (12) und (18) ein- 
geführt, bekommt man ferner (entsprechend der angenommenen 
Genauigkeit) 


mg — 2 aw Vw — 
2 KA? 16° Tr. 
Der Wert (14) von At, läßt sieh dann schreiben net 


At, = arcsin y= —A für das positive Zeichen in (10), Ken 


At, =a— arcsin / — EN für das Zeichen in (10), 
tad 
und es wird, mit Beachtung von (19), 


ive 


cos (7 of v4} Cos y, = (cos y, cos 2A ty — sin y, sin 2A ty) cos y, 

1 _ % 2. per — 

1+— (w? + 
yrs 1 


wo die beiden Zeichen der groBen sich 
auf die Zeichen in (10) beziehen. Unter Berücksichtigung 
der Werte (24) d der r Wurzeln erh erhält man al: also” aus (20) 
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0 1+ + 


~ 2Bbr, Ly — |), 


oder, nach a von f, a und 5 nach (8) und z, 
= — cos #,, 


wy? + 


Billie 
2£=mu,? + Iw,?+ — 2mHl 


(1? cos + W, 7, Sin sin a) + u, w, sin A, cos 


Nach der ersten Formel (7) wird dann die Verteilungs- 
funktion in derselben Annäherung, und wenn wir der Ein- 
fachheit wegen den Index 0 der Veränderlichen weglassen, 

Zur + + I’r®) 


1 
W= Kee {1+ 


I: I ‚det 


ae 


Es ist leicht nachzuweisen, daß diese Verteilungsfunktion 
keine Änderung des Ausdruckes (21) der Weglänge | bewirken 
kann. Machen wir dann, der Einfachheit wegen, Gebrauch des 
angenäherten Wertes (22) dieser Größe, ergibt sich für die 
spezifische Intensität bzw. Suszeptibilität 


J= Wu?w sin Ydudwdrdäde: 


000 
600669 


(25) _ Jn? MH _ Jn? M 
fa Tuer Comer 


wwdududr 
+ $27 + + + Fr) 
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Trotz der obigen Bemerkung über die Gültigkeit der 
benutzten Werte (24) der Wurzeln von (11) ist hier die Inte- 
gration nach w und r bis zur unteren Grenze Null ausgedehnt. 
Weil die vorkommenden Integralelemente bei Annäherung an 
diese stetig verlaufen, wird nämlich dadurch nur ein (ab- 


.... soluter) Fehler begangen, der mit H’* gegen Null konvergiert 
N Bi und also außerhalb des Genauigkeitsbereiches der Rechnung 
fällt. 
8 Auch ein Ersatz der benutzten Geschwindigkeitskoordi- 
ye naten durch sog. Impulskoordinaten ist ohne Bedeutung. 


Auswertung des Berichtigungsfaktors P des Curie-Langevin- 
schen Gesetzes fiir ein zweiatomiges Gas. 


In dem Falle eines zweiatomigen Moleküls, dessen axiales 
Trägheitsmoment (I’) klein gegenüber dem äquatorialen (J) 
ist, läßt sich in dem P-Werte (25) die Integration nach r un- 
mittelbar durchführen, und wird 


VaVk TS Q+ 2B 


Wir benutzen die Transformation der Veränderlichen: 


= sind, w= 

dudw = Ed&dd, smnd=yH 
4 


sowie den Wert (23) von 2 (was zulässig ist in Betracht 
der benutzten Verteilungsfunktion und bekommen dann 


0) {p= ( 2) 
0 
woraus zu ersehen ist, daß P eine Funktion der Zahl c aus- 
macht. Nach Durchführung der Integration in bezug auf n 
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\ 
: fir c < 1 
en V1 + 
0 
+1 


Nach Einführung der bekannten Reihenentwicklung des 
Arcus Tangens bzw. des Logarithmus ergibt sich hieraus, nach 
einer einfachen Reduktion unter Anwendung der Formel!) 


ba 
p+l 
7) 
0 
P = 1 — 21848826 + zn 
e [4 
[Pin + 
2,75218 *dé 
~ Sut ; 
4 +3 1 v+1 
Qn+4 
R, < (e — 1)"-1 ag fir 1 \ 
(1 + 


(IR|< |u| für ¢ <1). 


Der "dienen Reihe beträgt wenigstens: 
3=c=mw. Die vorkommenden Integrale lassen sich trans- 


formieren durch die Gleichungen: 0 


ad Sota: — 
1) Vgl. J. A. Serret, Lehrb. d. Diff.- u. Integralrechn. IL § 491. 1899. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 47. 
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1-3-+5...(2p — 
= 
g3p —2m+1 


a 


m — 1)! 
1 
welches Integral sich unmittelbar in einer Reihe auflösen 
läßt, die durch ein Glied der Form (31) beendigt wird. 
Führen wir in die erste der Formeln (27) ein 


; 


aretg A= 2 arcsin 1+ A? oie 


und wenden die Reihe des Areus Sinus an, so erhält man 


1-3-5...(2 1 
P=c 104187 + 07808100 182,108 


..(27 + 2) 


+2 


27 +3 


0 
eine Entwicklung, welche wenigstens fir 0 =c=1 konver- 


giert und also sicher eine Berechnung auch für ce < 4 gestattet. 
Für einen gegen Null abnehmenden c-Wert ergibt sich übrigens 


unmittelbar aus (26), daß ? nach einem expone! ntialen Ge- 


setze gegen 


(29) 0,420418 ¢ 
0 


hin konvergiert (vgl. Fig. 1 unten), 
Für größere c-Werte wird die Formel (28) weniger zweck- 
mäßig. Sucht man, zur Herstellung einer besseren Reihe 
für diesen Fall, in (26) zuerst die Integration nach £ durch- 
zuführen — unter Benutzung der obigen Transformation — 
so gelangt man, nach einigen Rechnungen, zur Formel: 
SS 


| 4g? 
= 
Ae Er pr“ 
u _ 4nt 
Ay 
w 
ror 
= 
MER 
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(p [o, 310570 — 13,9986 ¢ + 


+ — 4,51552 ¢ — 5,54648 «%) Var 


4 
(5, 9296 11,0930 c) e = 


% 


° für e <1, bode 


= arctg 


4 Die hier vorkommenden Integrale lassen sich bereehnen ‘i 
4 unter Einführung der Exponentialreihe; für das erste Inte- _ 
gral gilt 


1 — 1)|” 


; _ 40-6), n-1 er 


‘ 
R,<e -u, fir e>1(|R, <|u,| fir <1). 


Die Entwicklung des zweiten Integrals, das etwas mehr 
verwickelt ist, schreiben wir 


a 2 — 
a- 


— 
| ___._____ 
} | 
# meets Gas 
4 -e| 
k 
“> = 
4 
2 
> 
vom 
he 
iy 
» 
9* we 


q=e** und das obere Zeichen für ce<1, q=e* und das 
untere Zeichen für c>1. Für n= 16 gilt: 


v 10° a, 10° by nef = 10"? gy 
1 -265535 -25000 0,286 
2 390524 37793,4 
3 500383 130163 
4 375299 120330 2 
5 208680 74.003,9 
6 93517,9 352645 
7 35297,7 «138808 
8 115380 | 467886 
9 3305 = 138281 
10 1315,79 546,620 
11 339,099 144,551 
12 76,0613 32,9532 
13 15,4302 676799 
4 14 2.87387 1,27448 
15 0.487355 0,243677 
10124, = 11520. 


| 
Im Falle groBer c-Werte ergibt sich aus (30) | | 


4,66775 7,9920 
| 


| — 4 2208 4 ee 


c 


Der Unterschied zwischen dem wahren Wert und dem 
durch diese Formel berechneten wird positiv und < 0,00005 
für c= 60. 
Von den in Tab. 1 angegebenen P-Werten ist der für 
| c=1 geltende nach (28) und die übrigen nach (80) oder (32) 
Be, berechnet. In Fig. 1 ist der Zusammenhang zwischen P und 
c bis e= 20 sowie der zwischen P und Ye (= Y2m:1- L) bis 
er c= 500 graphisch veranschaulicht. Es geht hieraus hervor, 
daß P vom Werte 0 (für c = 0) an anfänglich merklich propor- 
tional c, dann aber immer langsamer (schließlich nach dem 
Gesetze 1 — 2,778 lgc:c) anwächst gegen den Grenzwert 1 


wi 


A 
37 
FOR ° 
4 
BIR 
(8 ) 
g 
h 
M 
L 
D 
ti 
of 
M 
ur 


en Tabelle 1. 


0,00 . 40 0,8438 
0,5 0,1655 50 0,8647 
1 0,2422 Je 60 axed 
1,5 020 80.0.9013 
2 03597 100 9155 
04011 1560 0,9368 
3 04357 200 0,9488 
05332 50 0,9747 a 
0.5673 700 0,9806 
0,619 100 0,9855 
0,7222 500 0,9962 
20 0,7630 100 0,99 
08 
06 = 
04 
02 
0,0 2 4 € 10 12 14 16 18 + 2 


oh Werte des Berichtigungsfaktors P fiir ein zweiatomiges Gas. 


Via 


Fig. 1. 


Nur bei groBen c-Werten, entsprechend entweder einer 
großen molekularen Weglänge (L) oder einem klemen Träg- 
heitsmomente (I) des zweiatomigen Moleküls (oder einer großen 
Masse (m) desselben) kann man also erwarten, daß die Curie- 
Langevinsche Magnetisierungsformel einigermaßen zutrifft. 
Die erstgenannte Bedingung könnte durch eine kleine Dich- 
tigkeit des paramagnetischen Gases ersetzt werden, aber 
offenbar nur in der Voraussetzung, daß die magnetischen 
Moleküle sich nicht in Mischung mit anderen — wenn auch 
unmagnetischen — oder wenn dies 
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doch der Fall ist, daß ihre rotatorische Energie durch die 
Gegenwart dieser fremden Moleküle nicht beeinflußt wird.!) 


83. Über magnetische Untersuchungen an flüssigen Sauerstoff- 


Stickstoffgemischen. 
Unten wird bezeichnet durch: un 
Index 1: Sauerstoff, Index 2: Stickstoff. 


01» 0 Dichtigkeit der ungemischten Komponente. 

d,, d, Abstand der Mittelpunkte zweier benachbarten Molekiile 
derselben. 
L, bzw. L, entsprechende mittlere molekulare Weglänge. ae 
0 Dichtigkeit der Mischung. a 
p Gewichtsteile Sauerstoff derselben. 
81’ @’ der Mischungsformel (38) unten geniigende Dichtigkeit. 
Gy’ Temperaturkoeffizient von 0,’ bezw. 

d,’, da’ und d,;‘ Abstand der Mittelpunkte zweier benachbarten 

Moleküle gleicher bzw. verschiedener Art in der Mischung. 
Li,’ mittlere molekulare Weglänge, entsprechend d,’ bzw. 

L mittlere molekulare Weglänge, von einem Sauerstoffmolekül durch- 
laufen zwischen zwei aufeinander folgenden Zusammenstößen 
mit Sauerstoffmolekülen. 

W,’, W;s’ Wahrscheinlichkeit des Zusammenstoßes eines Sauerstoff- 
moleküls mit einem einzelnen der benachbarten Sauerstoff- bzw. 
Stickstoffmolekiile. 

W,, Wy, Wahrscheinlichkeit des Zusammenstoßes des Sauerstoff- 
moleküls mit Sauerstoff- bzw. Stickstoffmolekülen überhaupt. 
y= 6,=2,65-10~%cm,*) o,=2,8-10~%cm?); M, =32, 

32 

6,18 + 10% 


M,=28,02; m, = = 5,18 - 107238. 


Zur Prüfung der Einwirkung der Dichtigkeit des para- 
magnetischen Stoffes auf seine Magnetisierbarkeit sind von 
Perrier und Kamerlingh Onnes?) neuerdings sehr be- 
deutungsvolle Untersuchungen ausgeführt worden unter Ver- 


1) Die in $3 behandelten flüssigen Sauerstoff-Stickstoffgemische 
machen ein Beispiel einer solchen Erscheinung aus. Für die paramagne- 
tischen Salzlösungen dagegen stellen sich die Sachen ganz anders dar. 

2) Mittlerer Wert von Bestimmungen nach drei verschiedenen Me- 
thoden, zusammengestellt von O. Sackur (Ann. d. Phys. 40. p. 97. 1913). 


3) A. Perrier u. H. Kamerlingh Onnes, Compt. rend. 158. p. 941, 
1074. 1914; Versl. K. Ak. van Wet. 22. p. 1012. 1914; Comm. Physik. 
Lab. Leiden Nr. 139d. 
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dünnung flüssigen Sauerstoffs durch in magnetischer Hin- 

sicht fast vollständig neutralen (sehr schwach diamagnetischen) 

flüssigen Stickstoff. Das Resultat ihrer Messungen geht aus 

Tab. 2 hervor, wo aber p nur ‚einigermaßen‘ genau den 

Sauerstoffgehalt angibt. 

Tabelle 2. Ad 

Magnetische Messungen an flüssigen Sauerstoff-Stickstoffgemischen _ 

von Perrier und Kamerlingh Onnes. 

Gemisch po} p T T y-10*°| T x10°| -® 
I 0,745, %/, 77,44 294,5 | 70,8, 314,5 ; 64,2, 336,5 | 29,5 
I 0401, 4a 77,30 336,7 | 70,8, 359,6 | 64,2, 390,6 | 16,3 

II 0230, *%u | 77,49 363,8 | 70,8, 393,0 | 64,2, [423,5]| 9,5 
IV 0,138 4/5 77,44 383,6 | 70,86 420,4 | 64,2, 459,8 | 4,5 
V 0080 | 77.29 3958 | 642, 472.0 | 22 


Bei Anwendung der Formel (4) auf jedes Gemisch — was 
ja in Betracht des vorkommenden kleinen Temperaturintervalles 
so gut wie immer gelingen muß — ergaben sich die in der 
Tabelle vorkommenden ©-Werte und innerhalb der Grenze 
der Versuchsfehler derselbe Wert der Curieschen Konstante, 
im Mittel 


(38) abe C = 0,08152 


eine Ziffer, die nahe der aus Messungen von Weiss und | 
Piccard?) an gasförmigem Sauerstoff bei 20° C abgeleiteten, — 


(34) C = 0,08097, 


kommt. Was die Genauigkeit ihrer Untersuchungen anbelangt, 
führen Perrier und Kamerlingh Onnes?) an, daß die 
y-Werte derselben Mischung bei verschiedenen Tempe- 


raturen untereinander vergleichbar sind bis auf 0,8 Proz. — a 


den Fehler der direkten Messung der Volumensuszeptibilitat. 
Bei einer Vergleichung der y-Werte der verschiedenen Misch- 
ungen wird sie dagegen hauptsächlich durch die Unbe- — 
stimmtheit von pe bedingt, welche auf 1,5 Proz. im Mittel?) — 


1) P. Weiss u. A. Piccard, Compt. rend. 155. p. 1234. 1912. 

2) A. Perrier u. H. Kamerlingh Onnes, Versl. K. Ak. van Wet. 
22. p. 1020, Note. 1914. 
3) Es steht freilich 15 Proz., was wohl aber nur einen Druckfehler 
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— größer für die größeren und kleiner für die kleineren Kon- 
zentrationen — geschätzt wird. Im Vergleich mit diesem 
Fehler ist der durch Unsicherheit der Temperaturbestimmung 
verursachte von geringer Bedeutung, indem bei gegenseitigem 
Vergleich der Mischungen die Temperaturangaben bis auf 0,1° 
richtig sind. Für die erste Temperaturreihe der Tab. 2 ist darum 
bei den späteren Betrachtungen mit der (von den Autoren 
selbst angegebenen) mittleren Temperatur 77,4,° gerechnet. 

Um aus den obigen Fehlerangaben — welche auf einen 
Vergleich zweier Beobachtungen Bezug haben — den mitt- 
leren (zufälligen) Beobachtungsfehler zu bekommen, muß man 


augenscheinlich mit Y2 dividieren. Als Wert des maßgebenden 


mittleren Fehlers ist auch unten mit 1,5:Y2 = 1,1 Proz. ge- 
rechnet. 


Über die Dichtigkeit 
und die daraus abgeleiteten mittleren molekularen Weglängen 
der Mischungen und ihrer Bestandteile. 


Zur Durchführung der folgenden Überlegungen ist es unter 
anderem erforderlich zu prüfen, inwieweit die Sauerstoff- 
Stickstoffgemische im vorkommenden Mischungsgebiet der 
einfachen Mischungsregel genügen. Wenn nun die in Tab. 2 
vorkommenden p-Werte nur sicher wären, ließe sich eine 
Untersuchung hierüber unmittelbar durchführen. Leider ist 
dies aber nicht der Fall — p gibt offenbar nur eine rohe 
Annäherung — und es sind mir überhaupt keine Unter- 
suchungen bekannt, welche völlig sichere Schlüsse in dieser 
Hinsicht zulassen. 

Jedenfalls kann man jedoch eine angenäherte Prüfung 
anstellen. Ich bemerke zuerst, daß Baly und Donnan?) 
genaue Versuche über die Dichtigkeit des reinen Sauerstoffs 
und Stickstoffs durchgeführt haben, woraus hervorging: 


0, = 0,853736 — 0,00476 (T — ae 


(35) 


Ferner ist zu erwähnen, daß Behn und Kiebitz?) die 
Dichtigkeit verschiedener Mischungen der beiden Stoffe beim 
Siedepunkte unter normalem Druck untersucht haben. Aus 


1) E.C.C. Balyu. F.G. Donnan, Journ. chem. Soc. 81. p. 911. 1902. 
2) U. Behn u. F. d. 12. P. 1903. 
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dem von ihnen gegebenen graphischen Zusammenhang in 
Verbindung mit einer anderen Kurve von Baly!), welche 
die prozentische Zusammensetzung der kochenden Mischung 
als Funktion der Siedetemperatur darstellt, läßt sich offenbar 
eine Beziehung zwischen p?) oder pe und @ bei dieser Tem- 
i peratur ableiten. Als Wert des Siedepunkts der reinen Be- 
standteile wird nun freilich von Behn und Kiebitz 90,6° 
5 für Sauerstoff und 77,30 für Stickstoff benutzt, während 
a Baly hier 90,96° bzw. 77,54° setzt; es läßt sich aber eine 
- Berichtigung in dieser Hinsicht leicht so durchführen, daß 
man die Balysche Kurve zur Übereinstimmung mit jenen 
Endtemperaturen verschiebt. 

Berechnen wir unter Anwendung von (85) die Dichtig- 
keit der reinen Komponente bei den so angenommenen Siede- 
temperaturen (90,6° bzw. 77,30), so erhält man o, = 1,1402, 
02 = 0,8094, während Behn 


und Kiebitz hier 1,181 bzw. 
0,791 benutzen. Vermutlich 

or sind nun jene Werte sicherer ' " 

f- — hervorzuheben ist übri- 

er gens, daß bei den magne- 

2 tischen Untersuchungen von , glg; / 

1€ Kamerlingh Onnes, Per- g igh 

st rier und Oosterhuis an 9; 

ne ungemischtem , flüssigem + 

r- Sauerstoff, was in $ 4 

er erörtert wird, die Dich- 80 1 ol 
tigkeit nach (35) bestimmt os / + 

ag ist; wir verteilen dann die FA 

Differenzen 1,140—1,13l und 4075 

ifs 0,809—0,791 auf die Ab- Fig. 2. oe 


von Behn und Kiebitz und von Baly proportional dem 
Sauerstoff- bzw. dem Stickstoffgehalt und gelangen endlich 
so zu den in Fig. 2 angegebenen Kurven, welche oe und 


q lesungen aus den Kurven 


lie T (Siedetemperatur) als Funktion von po veranschaulichen. 
im Anfänglich, für niedrige p_o-Werte, erweist die o-Kurve 
us 


1) E. C. C. Baly, Phil. Mag. (5) 49. p. 521. 1900. 
2) Balyrechnet mit Volumenproz. (bei Zimmertemperatur bestimmt), 
was sich aber leicht auf Gewichtsproz. reduzieren läßt. 
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eine schwache Kriimmung, erreicht aber bald, vermutlich 
bereits von pe= 0,1 an, einen augenscheinlich vollkommen 
geradlinigen Verlauf, welcher etwa bis zu pe=0,7 geht, 
wo eine bestehende Krümmung einsetzt, die am Endpunkte 
der Kurve beträchtlich wird. Aus einer Zeichnung in größerem 
Maßstab ergab sich für den geradlinigen Bereich?) ~~ 
(36) o = 0,8087 + 0,3408 po , 22225 
woraus für pe = 0:0 = 0,8087 erhalten wird, während der 
wirkliche Wert der Stickstoffdichtigkeit, nach (85) berechnet, 
gleich 0,8094 war. Aus der sehr geringen Differenz zwischen 
diesen beiden Angaben läßt sich als wahrscheinlich folgern, 
daß der Stickstoff anfänglich, wenigstens von pe=0,1 an, 
beinahe unverändert — mit festbehaltenem Volumen — in die 
Mischung eintritt, während das Volumen des Sauerstoffs eine 
Verminderung erleidet, wodurch der der geraden Linie (86) 
entsprechende anomale Dichtigkeitszuwachs verursacht wird. 
Setzt man in der‘ Tat voraus, daß die Flüssigkeit innerhalb 
des Bereiches dieser Linie eine einfache Mischung zweier Kom- 
ponenten ausmacht, von denen für den Stickstoff, nach (86) 
und (35) bzw. gilt, 
(37) 0, = 0,8087 bei 77,3%; a,’ = — 0,00476, 
so ergibt sich aus der Mischungsformel > 
pe , (\—pe 
in Verbindung mit (86) — und unter Anwendung der Tem- 


peraturkurve in Fig. 2 — die beinahe konstanten Werte __ 
(39) 0,’ = 1,2860 bei 77,8% a,’=—0,0041 , 


entsprechend einer Differenz zwischen der linken und der 
rechten Seite von (38) von + 0,0002 für po = 0,1 bis — 0,0001 
fir po = 0,7. 

Der Wert (37) von a,’ dürfte für den Temperaturbereich in 
(35) gelten, läßt sich aber sicherlich auch auf die niedrigste Tem- 
peratur von Tab. 2 ausdehnen.*) Was a,’ in (89) betrifft, 
so ist dieser Temperaturkoeffizient aus dem kleinen Tempe- 


1) Die letzte Ziffer in diesem Ausdruck hat wenigstens relative Be- 
deutung — beim Vergleich der Werte für verschiedene pg (vgl. weiter unten). 
2) In Tab. 8 unten ist übrigens die Dichtigkeit auch bei 64,9% von 
den Autoren aus der ersten Formel (35) bestimmt. 
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raturintervall 77,9 88,3° des Bereiches po = 0,1—0,7 hervor- _ 
gegangen; unter den aus (39) und (87) extrapolierten Werten _ 
von 0, bzw. 0, in Tab. 3 wird also 0,’ weniger sicher. Zum 
Vergleich sind auch die Werte von o, und o, nach (35) an- 


gegeben. 
Tabelle 3, 

Dichtigkeiten und Molekülmittelpunktsabstände flüssiger Sauerstoff- 
439 Stickstoffgemische und ihrer Bestandteile. I: 
64,250 70,86° 77,440 
top 1,3395 1,3124 
0,8708 0,8394 0,8080 
et 0,8716 0,8401 0,8088 
d,’-108 3,3812 3,4043 34280 
3.7341 3,7801 3.8284 
108 3,5750 3,6116 360 

(dy’ + dy’)10® 3,5577 3,5922 3,6282 
108 3,4446 3,4739 3,5041 

108 3,7330 3,7790 3,8272 


Als Ausdruck des anfänglichen (geradlinigen) Verlaufs der 
e-Kurve bei den Temperaturen von Tab. 2 erhält man nun, 
unter Anwendung dieser Werte von _,’ und @,’ aus (38) am i 


(40) e= +(1- &)pe- 
Was den Gültigkeitsbereich dieser Formel anbelangt, so 
muß daran erinnert werden, daß nach der obigen Angabe von. 
Perrier und Kamerlingh Onnes die Dichtigkeit po in 
Tab. 2 mit dem verhältnismäßig großen Fehler von + 1,1 Proz. 
im Mittel behaftet ist. In der geradlinigen Anfangsformel (86) 


| keit und den molekularen Dimensionen einen annähernden 


entspricht nun dies einer Unsicherheit von etwa + 0,004; 
anderseits erweist aber die genannte Formel innerhalb des ganzen 
Dichtigkeitsbereiches von Tab. 2 eine maximale Abweichung 
von der wirklichen o-Kurve in Fig. 2 von nur 0,002 (für po = 
0,7458). Es kann wohl dann mit Sicherheit vermutet werden, 
daß auch die drei aus (36) abgeleiteten geraden Linien (40) 
innerhalb des nämlichen Dichtigkeitsbereiches anwendbar sind. 

Zum Vergleich mit den unten magnetisch abgeleiteten 
molekularen Weglängen ist es wünschenswert, aus der Dichtig- _ 


Wert dieser Größen zu berechnen. Es gilt nun 
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Ferner setzt Jäger!) für eine Flüssigkeit 
(42) L=i(d—o). 
Bezüglich unserer Mischungen von Sauerstoff- und Stick- 


stoffmolekülen erhält man einen mittleren Wert des Ab- 
standes der Molekülmittelpunkte aus 


(4) d= 1,174- |e(z + 


Bezeichnet man anderseits vorläufig mit W, und W, die 
_ Wahrscheinlichkeit, daß die Mittelpunkte von zwei Sauerstoff- 
bzw. Stiekstoffmolekülen die Kantenlinie des mittleren ,,Mole- 
kularwürfels‘ (in einer bestimmten Richtung) begrenzen, mit 
W,, dagegen die Wahrscheinlichkeit, daß in den Endpunkten 
dieser Linie sich Mittelpunkte von Molekülen verschiedener 
Art befinden, so wird 


| d = W,dy' + + Wedy’; 


Die Kombination von (43) und (44) kann in der Form ge- 


schrieben werden: > 
(45) 
2p(l — p) 1 — p\? 

Für den Ausdruck der Weglänge L,,' ist (42) zu ver- I 
tauschen gegen d 

Repräsentieren nun wirklich, wie ja oben behauptet ist, die (4 


_geraden Linien (40) einfache Mischungen zweier Komponenten 
konstanter Dichtigkeit 9,’ bzw. @,’, so ist auch wahrscheinlich, ts 
daß innerhalb des Gültigkeitsbereiches dieser Linien die drei 8c 
Abstände d,’, dj‘ und d,’ sich ungefähr konstant verhalten. V 
Zur Berechnung von d,’ und d,’ hat man dann o,’ bzw. 0,’ (zu- in 
sammen mit M, bzw. M,) in (41) einzuführen. Macht man nun 


Handb. Phys. III. p. 718. 1906. 
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in (45) Gebrauch dieser in Tab. 3 angegebenen Werte, so erhält 
man auch einen im Bereiche po=0,1 bis 0,7 sehr wenig ver- 
änderlichen Wert von d,,’, dessen Mittel — ebenfalls in Tab. 8 
vorkommen und die Differenz zwischen der linken und der 
rechten Seite von (45) auf weniger als 0,08 Proz. herab- 
drückt. Wie man ersieht, weicht übrigens d,,’ nicht viel vom 
mittleren Wert (d,’+d,'):2 ab. Aus den genannten Abständen 
(d;’, dig‘, da’) sowie aus den mit Hilfe von 0, und o, nach (41) 
berechneten d, und d, sind die mittleren molekularen Weg- 
längen nach (42) oder (46) geschätzt, und finden sich die Werte 
in Tab. 4 (wobei zum Studium des Temperatureinflusses drei 
Ziffern mitgenommen sind). 


Tabelle 4. 


Mittlere molekulare Weglängen flüssiger Sauerstoff - Stickstoffgemische 
und ihrer Bestandteile, aus der Dichtigkeit nach Jäger geschätzt. 


a T 64,25 70,860 7740 

Ly’-108 

L, 108 0,596 0,618 0,641 

Palys L, +108 0,700 0,734 0,770 


Inwieweit nun die molekularen Weglängen von Tab. 4 
wirklich aus Versuchen — z. B. über die innere Reibung oder 
die Magnetisierbarkeit nach (25) und (26) — hervorgehen 
würden, ist jedoch etwas zweifelhaft. Aus der Formel (23) 
ergibt sich nämlich, daß für den gasförmigen Zustand außer 
der Dichtigkeit und den molekularen Dimensionen auch eine 
Temperaturfunktion f(T) — gewöhnlich in Zusammenhang mit 
Kraftwirkungen zwischen den Molekülen gesetzt — im Ausdruck 
der betreffenden Größe vorkommt. Was nun diese Funktion 
anbelangt, so findet Sutherland!) bekanntlich 


tatsichlich erweist aber, nach neueren Untersuchungen, die 
sog. Sutherlandsche Konstante C öfters eine beträchtliche 
Variabilität bei tieferen Temperaturen. Aus Versuchen über die 
innere Reibung leitet Vogel?) für Sauerstoff und Btickstoff 


ov 


1) W. Sutherland, Phil. Mag. (5) 36. p. 507. 1893. 
2) H. Vogel, Ann. d. Phys. 48. p. 1265. 19144. 
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die Ziffern in Tab. 5 ab (welche berechnet sind aus dem Quo- 
tienten des Wertes des Reibungskoeffizienten bei der an- 
gegebenen Versuchstemperatur und den Wert bei 273,1). 


Tabelle 5. 
Werte der Sutherlandschen Konstante für Sauerstoff und Stickstoff 
nach Vogel. 
a T C C ay » 
höhere Temp. 138 
ih 81,6 96 108 


Die Angabe für gewöhnliche und höhere Temperatur — 
aus früheren Versuchen bestimmt — gilt wenigstens bis 29001) 
(wahrscheinlich aber nicht unbedeutend tiefer). Bei Betrachtung 
der drei Werte des von der Temperatur verhältnismäßig stark 
abhängigen C, scheint dann, als ob diese Größe einem konstanten 
Wert in der Umgebung der niedrigsten Temperatur zustrebt 
oder dort durch ein Minimum geht — wie es für Wasserstoff bei 
einer noch tieferen Temperatur mit Sicherheit gilt.2) Ohne 
zu großen Fehler dürfte man dann für den Sauerstoff in der 
Nähe von 81,6° setzen können 


Vogel drückt seine Versuchsergebnisse angenähert aus 
durch 


1 0, = 
lt (+) 


Diese Formel stimmt auch ziemlich gut mit (47) in Ver- 
bindung mit Tab. 5 überein bezüglich des Funktionswertes 
selbst, liefert aber fiir den Sauerstoff bei tiefen Temperaturen 
zu kleine Werte der Ableitung f’(T). Nach (48) erhält man 
nämlich den angenäherten Wert 0,00304 dieser Größe bei 81,6°, 
nach (49) nur 0,00175! 

Zum Veranschaulichen der Temperaturvariation für den 


1) Vgl. H. Markowski, Ann. d. Phys. 14. 742.10. 
2) Vgl. H. Vogel, 1. c. et 
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Sauerstoff in der Umgebung der niedrigsten vorkommenden 
Temperatur ist wohl dann (48) jedenfalls zu bevorzugen. *) 
Unter Anwendung der mit (23) in Verbindung mit (47) ana- 


logen Berichtigung 
3 1 lad 


von (42) auf die in § 4 magnetisch abgeleitete mittlere mole- 
kulare Weglänge des flüssigen Sauerstoffs im Temperaturgebiete 
70,2—90,1° (was übrigens in Betracht der kleinen Ausdehnung 
dieses Gebiets immer ziemlich gut gelingen muß) ist nun auch 
(in $ 4) ein Wert von C, erhalten, der sich jedenfalls nicht weit 
von dem Vogelschen bei 81,6° entfernt. Darf man also, zu 
einer angenäherten Berichtigung der Weglängen von Tab. 4 
für einen eventuellen Temperatureinfluß, die Formel (47) mit 
C,=96, C,=108 anwenden — wobei für L,s’ die Konstante 
gleich (C,+C,):2=102 zu setzen ist, so hat dies jedoch nur 
zur Folge, daß die bereits vorher nicht große (relative) Diffe- 
renz zwischen Ly’, L,' und Ly,’ (sowie die zwischen L, und L,) 


Bestimmung von Relativwerten der 
Weglängen des Sauerstoffs in den Mischungen aus den magne- 
tischen Versuchsergebnissen. 


Bei Behandlung der magnetischen Messungen an den 
Sauerstoff-Stickstoffgemischen in Tab. 2 wurde angenommen, 
sowohl von den Experimentatoren selbst bei Anwendung der 
Theorie des negativen molekularen Feldes als von Keesom bei 
Anwendung der Quantentheorie, daß die Gegenwart der Stick- 
stoffmoleküle keinerlei Einfluß auf die Rotationsenergie der 
Sauerstoffmoleküle ausübt. Ein solches Verhalten läßt sich 
nach dem letztgenannten Autor?) auf folgende Weise veran- 
schaulichen. ,,Die Sauerstoffmoleküle verhalten sich bei einem 
Zusammenstoß (wenigstens bei einem solchen mit den Stick- 
stoffmolekülen) wie starre glatte Kugeln; sie tragen ein (magne- 

1) Zur Berichtigung von (49) ist ein positives Glied proportional 
1: T® im Nenner hinzuzufügen. Vgl. übrigens das von Vogel selbst (I. c.) 
hierüber Gesagte. 

2) W. H. Keesom, Physik. aa 15. P. mm 1914. 
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tisches) Duplett oder haben nach $ 7 meiner früheren Arbeit!) 
in dem betrachteten Temperaturbereich ein konstantes magne- 
tisches Moment infolge einer Drehung um eine Achse kleinen 
Trägheitsmoments mit Nullpunktsenergie; die Stickstoffmole- 
küle haben eine derartige Struktur, daß sie keine Richtkraft 
auf die Sauerstoffmoleküle ausüben. Dieser Hinweis bezweckt 
indessen nichts weiter, als zu zeigen, daß die oben erwähnte 
Annahme keine unmögliche ist.‘ 

Diese Annahme muß unzweifelhaft auch einer Erklä- 
rung des Phänomens durch die Überlegungen in $ 2 zugrunde 
gelegt werden. Wir betrachten dann ein Sauerstoffmolekül der 
Mischung, welches mit den benachbarten Sauerstoff- und Stick- 
stoffmolekülen in thermischer Wechselwirkung steht. Zwischen 
zwei aufeinander folgenden Zusammenstößen desselben mit 
Sauerstoffmolekülen, d.h. zwischen zwei aufeinander folgenden 
Abänderungen seiner rotatorischen Energie, hat es im Mittel 
die Weglänge 


durchlaufen. Es ist offenbar diese Weglänge, welche im Pr 
druck (26) des Berichtigungsfaktors P der Curie-Langevin- 


schen Formel vorkommt. Nun läßt sich schreiben — vgl. (44) — 
W,' p M, W,,’ (1 — p) 
4 ı P Ws de 12 ( p) M, 
(52) 


pM.+(-pM' 
pM, 

Im Vorhergehenden wurde ferner nachgewiesen, daß für 
den ganzen Dichtigkeitsbereich der Tab. 2 die Dichtigkeit der 
Mischung bei jeder der vorkommenden Versuchstemperaturen 
sich innerhalb der Grenze der Versuchsfehler sicherlich durch eine 
geradlinige Formel (40) ausdrückt. Als sehr plausibel ergab sich 
außerdem, daß man hier mit konstanten molekularen Abständen 
und dann auch mit konstanten mittleren Weglängen rechnen 
konnte. Setzen wir also, nach (40), (51) und (52), 


> 


| L= L,' + = = A+ 
(53) 
B M, 2 ‘ 


1) W. H. Keesom, Physik. Zeitschr. 15. p. 86. 1914. Comm. — 
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so ist zu erwarten, daß für jede Versuchstemperatur von Tab. 2 
und innerhalb ihres po-Bereiches die in dieser Gleichung vor- 
kommenden Größen A und B konstant sind und zudem, daß 
- von denselben wenigstens B positiv ist. 


t Bezüglich der Zahl y im Ausdruck von B könnte man 
aus der Tatsache, daß die Wirkungssphären der gemischten 
e Moleküle sowie die mittleren Abstände ihrer Mittelpunkte — 
aus den Dichtigkeitsverhältnissen geschätzt in Tab. 8 — nicht 
\- sehr verschieden sind, den Schluß ziehen, daß sie der Einheit 
e ziemlich nahe kommt. !) 


Zur Anwendung der Formel (53) auf die magnetischen 
Messungen von Tab. 2 haben wir zunächst mit Hilfe der Grund- 
formeln (25) und (26) Werte der Zahl ce — in der ja die mittlere 
Weglänge L vorkommt — abzuleiten. Hierbei ist wohl richtiger 
mit dem Wert (33) der Curieschen Konstante zu rechnen als 
mit (34), denn gerade jener scheint den Messungen von Perrier 
und Kamerlingh Onnes zu entsprechen. Unter Benutzung 
von (88) ergeben sich nun die in Tab. 6 —" Werte von 

und läßt sich dadurch Ve mit Hilfe von Fig. 1 bestimmen. Aus 
einer Kurve in größerem Maßstab werden die vorkommenden 
Ziffern erhalten; die beigefügten Werte der Ableitungd Ye: dP 
erweisen, wie beträchtlich der Einfluß einer etwaigen Unbe- 
stimmtheit von P wird bei Annäherung an der oberen Grenze 
P=1. Nach (58) sollte nun gelten: 


(55) Ve = 4 4 =D,-4, B= D,-Bie=D,- 


1) Denkt man sich im Grenzfalle, wo die (sphärischen) Moleküle so 
dicht aneinander liegen, daß die freie Weglänge verschwindend klein ist 
gegenüber dem Durchmesser der Moleküle, in jedem Punkt, wo das be- 
trachtete Sauerstoffmolekül von den benachbarten Molekülen berührt wird, 
eine Tangentialebene des Sauerstoffmoleküls gelegt und also dasselbe in 
einer von ebenen Flächen begrenzten Raumfigur eingeschrieben, so wird 
die Wahrscheinlichkeit W’ gleich dem durch 42 dividierten Raumwinkel, 
unter dem man eine der begrenzenden Tangentialebenen von dem Mittel- 
sik. punkt des Sauerstoffmolekiils erblickt (den ganzen Raumwinkel wie ge- 

Annalen der Physik. IV. Folge. 47. P i 
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Tabelle6. 
_ Priifung der Formel (55) auf die magnetischen Messungen von 
er Tabelle 2. 
Gemisch I II III IV V 
pe 0,7458 0,4010 0,2304 0,1380 0,0801 
2 P 0,6859 0,7962 [0,8632] 0,9372 0,9621 
£) Ve 3,450 5,089 [7,022] 12,31 17,29 
nlaVe:dP 11 21 [39] 130 300 
ö’ +0,08 +0,15 [40,28] +1, +2,5 
ö — 0,004 0,012 [-0,653] 0,55 -1,85 
ia P 0,7070 0,8084 0,8835 0,9451 _ 
>| Ve 3,688 5,357 7,906 13,53 — 
7 dVc:dP 12 23 50 170 _ 
4 +0,09 +0,17 +0,38 +14 
si P 0,7236 0,8272 0,8938 0,9425 0,9724 
>| Ve 3,899 5,831 8,468 13,12 21,12 
~ \dVe:dP 13 27 55 160 490 
6’ +0,10 +0,21 +0,43 +1,3 +4,3 
ö — 0,015 0,107 —0,155 —0,07 ~ 0,29 


Die Formel (55) ist auf die Beobachtungen jeder Tem- 
peratur anzuwenden. Bei Beurteilung des relativen Ge- 
wichts dieser Beobachtungen ist der Fehler von po maßgebend, 
welcher oben, nach der Mitteilung von Perrier und Kamer- 
lingh Onnes, gleich 
6) 
im Mittel gesetzt wurde und einen gleich großen Fehler mit um- 
gekehrtem Zeichen von x verursacht. Die entsprechende Un- 


7 A sicherheit AP von P wird beinahe dieselbe für die drei Tempe- 
es raturen und wächst vom Werte + 0,008 für die größte 
u. eu Konzentration bis + 0,010 für die kleinste. In Erinnerung an 
die Aussage der genannten Autoren, daß A (pe): po etwas mit 
| EN = fallender Konzentration abnimmt, wird man hier mit dem kon- 
DEREN stanten Wert 
AP = ¥ 0,009 
rechnen können. Der von (55), 
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läßt sich dann unter Anwendung eines Näherungswertes von 
B’ (vgl. die Ziffern unten) schätzen; in Betracht dessen, daß ‘das 
unter Anwendung von (57) berechnete erste Glied von ö’ das 
zweite übertrifft, kann man erheblich in dieses Glied die 
mittlere Ziffer (56) einführen. Das so erhaltene 6’ findet sich 
in Tab. 6, und ist bekanntlich das Gewicht einer Beobachtung 
proportional 1: 6’? zu setzen. 

Die dritte Beobachtung der für 64,250 geltenden Reihe 
wird ausgeschlossen, weil der entsprechende y-Wert in Tab. 2, 
von Perrier und Kamerlingh Onnes selbst eingeklammert, 
offenbar unsicher ist. Eine Behandlung der übrigen Beob- 
achtungen nach der Methode der kleinsten Quadrate i in üblicher 
Weise ergibt das folgende Resultat: banat iat 


A per 
T 64,25 70,86 
A’ 1,568 - 0,116 1,722 +0,127 1,809+0,074 
B’ 1,407 + 0,066 1,462 + 0,068 1,570 + 0,040 7 
€ +0,088 +0,104 +0,072 aA 


Unter Anwendung dieser Konstantenwerte bekommt man 
die in Tab. 6 angegebene Differenz 6 zwischen beobachtetem 


und nach (55) berechnetem Wert von Ye. Diese ist augen- 
scheinlich von zufälliger Natur, ein Verhalten, das — in Ver- 
bindung mit dem positiven Zeichen von B’ — eine Bestätigung 
der Theorie gibt. Die Größe e oben veranschaulicht den 
mittleren Fehler der Beobachtungen. 

Mit Hilfe von A’ und B’ lassen sich nun, nach (55), (58) 
und Tab. 8, Relativwerte der mittleren molekularen Weg- 
längen L,’ und L,, bestimmen — bezüglich dieser Weglänge 
jedoch erst nach Schätzung der Zahl y. Setzen wir hierbei, nach 
obiger Behauptung, y=1, so gehen die Ziffern in Tab. 7 hervor. 

Magnetisch abgeleitete Relativwerte der mittleren molekularen Weg- 
längen von Sauerstoff in flüssiger Mischung mit Stickstoff. 
T 64,25 70,86 77,44 ai 
D, Ly’ 2,618 + 0,072 2,836 + 0,083 3,030 + 0,048 a 
D, Ly,’ 1,415 + 0,066 1,525 + 0,071 1,701 + 0,043 ET 


Dieses Resultat ist sehr bemerkenswert, denn aus einem 
Jergleich der aus der Dichtigkeit und den molekularen Dimen- 
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E. A. Holm. 


sionen geschätzten Werte von L,’ und L,,’ in Tab. 4 
(unter gebührender Berücksichtigung des über die Berichtigung 
derselben für einen möglichen Temperatureinfluß Gesagten) 
wäre tatsächlich zu erwarten, daß D,L,»’ gleich groß oder sogar 
etwas größer als D,L,’ ausfallen würde. Es scheint mithin, als 
ob jene Größe gegenüber dieser auf den halben normalen Wert 
herabgedrückt ist. 


Zur Erklärung dieser Eigentümlichkeit wäre wohl in erster 
Linie auf eine Formel nach Art von (50) — welche tatsächlich 
für flüssigen Sauerstoff im folgenden ($ 4) benutzt wird — 
zurückzugreifen und einen genügend großen Wert von Cj, an- 
zunehmen. Ein solches Verfahren zieht aber jedenfalls einen 
Zuwachs von L,,' mit der Temperatur nach sich, die größer als 
der beobachtete ist. 


"Bekanntlich wird nun gewöhnlich von den zwischen den 
Molekülen wirkenden Kräften angenommen), teils daß eine 
Anziehung herrscht, die erst in einem gegenüber dem Durch- 
messer der Wirkungssphäre großen Abstande praktisch ver- 
schwindet, teils, daß in einem Abstande, der klein im Ver- 
gleich mit diesem Durchmesser ist, eine abstoßende Kraft 
einsetzt, die gerade an der Wirkungssphäre sehr groß oder sogar 
unendlich wird. .Ferner scheint es, als ob im flüssigen Gemisch 
die zwischen einem Sauerstoff- und einem Stickstoffmolekül 
wirkenden Kräfte letztgenannter Art mehr ausgeprägt sind als 
im gasförmigen Zustand, so daß beim Zusammenstoß der beiden 
Moleküle nicht ihre für diesen Zustand geltenden Wirkungs- 
sphären in Berührung miteinander gelangen — indem die Mole- 
küle bereits vorher voneinander fortgeschleudert werden. 

Für eine Übertragung der rotatorischen Energie zwischen 
den Molekülen wird aber unzweifelhaft gefordert, daß gerade 
die genannten Wirkungssphären zusammentreffen. Es erklärt 
sich so auf andere Weise als durch die oben (p. 31) erwähnte 
Keesomsche Voraussetzung glatter Sauerstoffmoleküle die 
Grundannahme sämtlicher bisheriger Betrachtungen über das 
magnetische Verhalten der Sauerstoff-Stickstoffgemische, die- 
jenige nämlich, daß die Rotationsenergie der Sauerstoffmoleküle 
nicht von den Stiekstoffmolekülen beeinflußt wird. 
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Offenbar ist nun die eben gegebene Erklärung gleich- 
bedeutend mit einem Zuwachs der Sphären der Wirkung zwi- 
schen einem Sauerstoff- und einem Stickstoffmolekül, wenn sie 
von dem gasförmigen Zustand in den flüssigen übertreten. 
Verteilt man ferner diesen Zuwachs prozentisch gleich auf beide 
Moleküle, so reicht eine Vermehrung von etwa 17 Proz. des 
Durchmessers der normalen Wirkungssphären aus, um den be- 
obachteten kleinen Wert von D,L,,’ zu erklären. 

Nachzutragen ist wohl auch, daß eine solche Vergröße- 
rung eine gewisse Zunahme der Wahrscheinlichkeit W,,’ 
und somit auch der Zahl y in (58) — welche der Einfach- 
heit wegen im vorhergehenden gleich der Einheit angenom- 
men wurde — zur Folge haben muß. Eine Berichtigung in 
dieser Hinsicht führt aber jedenfalls zu einem noch kleineren 
Wert von D,L,,’. 

Eine solche Deutung der Werte von D,L,’ und D,L,,’ 
in Tab. 7, daß diese Größe normal, jene aber auf den doppel- 
ten des aus der Dichtigkeit und den molekularen Dimen- 
sionen zu erwartenden Wertes zu erhöhen ist, ist nicht 
wahrscheinlich. Beim Vergleich von D,L,’ mit dem in 
Tab. 10 unten aus Versuchen an reinem Sauerstoff hervor- 
gegangenen D,L, findet man nun freilich Übereinstimmung 
innerhalb des Fehlerbereichs, während aus den Werten von 
L, und L, in Tab. 4 vorherzusagen wäre, daß im gemischten 
Zustand des Sauerstoffs eine etwas kleinere Weglänge herrschen 
müßte als im ungemischten. Dieser kleine Zuwachs des magne- 
tisch gemessenen L,’ läßt sich aber sicherlich auch auf die oben 
herangezogene starke Abstoßung zwischen einem Sauerstoff- 
und einem Stickstoffmolekül im flüssigen Zustand erklären. 
Denn wenn ein Sauerstoffmolekül sich einem anderen, benach- 
barten Sauerstoffmolekül nähert, kommt es in den. meisten 
Fällen auch etwas näher an einige der dieses Sauerstoffmolekül 
umgebenden Stiekstoffmoleküle; die so einsetzenden abstoßen- 
den Kräfte können freilich nicht eine Berührung; der (normalen) 
Sphären der Wirkung zwischen den beiden Sauerstoffmolekülen 
verhindern, sind aber unzweifelhaft imstande, dieselbe etwas zu 
verzögern, was tatsächlich mit einer scheinbaren Zunahme der 
freien Weglänge in der Formel (26) gleichbedeutend ist. 
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lingh Onnes und Oosterhuis?) sind wichtige Untersuchungen 

über die spezifische Suszeptibilität flüssigen, ungemischten 

Sauerstoffs ausgeführt worden, wie aus Tab. 8 hervorgeht, 

wo die Dichtigkeit o, nach diesen Autoren aus (35) berechnet ist. 
A 


fer 
Magnetische Messungen an flüssigem, ungemischtem Sauerstoff. 


I. Von Kamerlingh Onnes | II. Von Kamerlingh Onnes 
und Perrier und Oosterhuis. 

T 01 T 01 x.10° 
64,9 1,2638 284,2 70,2 1,2383 270,7 
71,35 1,2328 269,9 79,1 1,1955 258,1 
90,1 1,1426 240,6 | 90,1 1,1426 241,1 


Vermutlich wird der mittlere Beobachtungsfehler der 
Messungen I (nach der Steighöhenmethode ausgeführt) nicht 
größer als + 0,3 Proz. Was die Bestimmungen II (nach der 
Anziehungsmethode) betrifft, so können diese sicherlich nicht 
eine solche Genauigkeit nach der Angabe der Experimen- 
tatoren infolge Fehler der Temperaturmessung beanspruchen. 
Nimmt man diesen einen Fehler von + 0,5 Proz. an, so werden 
sie wahrscheinlich mit den erstgenannten Messungen direkt 
‚vergleichbar. 

Wir behandeln die Ergebnisse in Tab. 8 auf ähnliche 
Weise wie die magnetischen Beobachtungen an den Gemischen 
in § 3. In Tab. 9 finden sich so Werte des Abstandes d, der 
benachbarten Molekülmittelpunkte — nach (41) berechnet — 
und der daraus und aus dem Durchmesser der (normalen) Wir- 
kungssphäre geschätzten molekularen Weglänge 0,75 (d, — o,), 
wobei zur Vermeidung reiner Rechnungsfehler bei der Unter- 
suchung über den Temperatureinfluß unten vier Ziffern für 
diese Größe angegeben sind. Zur Schätzung des Berichtigungs- 
faktors P aus (54) ist der für die Gemische geltende Wert (33) 


1) H. Kamerlingh Onnes u. A. Perrier, Versl. K. Ak. van Wet. 
18. p. 937. 1910; Comm. Physik. Lab. Leiden Nr. 116. 

2) H. Kamerlingh Onnes u. E. Oosterhuis, Versl. K. Ak. van 
Wet. 21. p. 1166. 1913; Comm. Physik. Lab. Leiden Nr. 132e. 
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der Curieschen Konstanten benutzt!), und es sind, wie vorher, 


die Werte von Yc und dYe:dP aus einer P, Ve-Kurve in ver- ch 5 


größertem Maßstab hervorgegangen. Führen irn 


, AP 
als Wert von AP: P den oben genannten Beobachtungsfehler 
ein — jedoch mit einer Unsicherheit von etwa +0,2 Proz. für 
fehlerhafte Ablesung an der Kurve vergrößert (nach dem 
Fehlergesetze) — so erhält man die angegebenen ö’-Werte, welche 
als die totalen Beobachtungsfehler von Ye zu betrachten sind 
(auch den Einfluß des zufälligen Fehlers der Temperaturbe- 
stimmung mit umfassend). } 


kin 


Anwendung der Formel (59) auf die magaetischen Messungen von 

Tab. 8 (im Bereiche 70,2—90,1°). En 

T 64,9 70,2 71,35 79,1 90,1(I) 90,1 (II) 
d,-108 3,4474 3,4709 3,4761 3,5119 3,5652 3,5652 
0,75(d,— 0,)10° 0,5976 0,6152 0,6191 0,6459 0,6859 0,6859 
1 0,5852 0,6029 0,6109 0,6477 0,6878 0,6892 
Ve(=D,L) 2,573 2,707 2,7166 3,066 3,464 3,479 


dVc:dP 10 7,6 7,8 84 11 11 
ö +0,015 +0,025 +0,017 +0,029 +0,027 -+0,041 
u 4,306 4,401 4,468 4,747 5,050 5,071 
ö [0,082] -0,020 0,005 0,021 -0,012 0,009 


Ehe wir die Betrachtungen über die Ziffern in Tab. 9 an- 
stellen, ist es vielleicht zweckmäßig, einen Vergleich mit den für 
die Gemische magnetisch abgeleiteten Werten von D,L,’ durch- 
zuführen. Zu diesem Zweck sind die in Tab. 10 unten angege- 
benen, von Kamerlingh Onnes und Perrier?) selbst aus 
ihren Messungen in Tab. 8 — vermittelst einer Interpolations- 
formel?) — geschätzten x-Werte bei den Temperaturen von 
Tab. 2 einer Berechnung nach dem obigen Schema zugrunde 
gelegt. Der beigefügte Fehler 6’ ist aus (58) unter Annahme 


1) Das Endresultat der Rechnung unter Anwendung von (34) ist auch 
angegeben; vgl. p. 41 unten. 

2) H.Kamerlingh Onnes u. A. Perrier, Compt. rend. 158. p. 941. 
1914; Versl. K. Ak. van Wet. 22. p. 1012. 1914; Comm. Physik. Lab. 
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einer Unbestimmtheit von + 0,2 Proz. des abgeleiteten y-Wertes 
(sowie unter Hinzuziehung des oben genannten Ablesungsfehlers 
+0,2 Proz.) hervorgegangen. 


Magnetisch abgeleitete Relativwerte der mittleren molekularen 
Weglänge flüssigen, ungemischten Sauerstoffs. 


T 64,25 70,86 77,44 

P 0,5807 0,8101 0,6378 

Vel= D, Ly) 2,544 2,757 2,988 

dYe:dP 6,9 1,7 8,4 


Wie bereits bemerkt ist, stimmen diese Werte von D,L, 
innerhalb des Fehlerbereiches mit den in Tab. 7 vorkommenden 
von D,L,’ überein, wenn nun auch zu erwarten wäre, daß die 
erstgenannten etwas größer ausfallen (vgl. p. 37). 

Bezüglich der Ergebnisse in Tab. 9 ergibt sich unmittel- 
bar, daß die aus den magnetischen Daten berechnete mittlere 


molekulare Weglänge — proportional Ye — einen größeren 
Zuwachs mit der Temperatur zeigt als die aus der Dichtigkeit 
und den molekularen Dimensionen abgeleitete — 0,75 (d, — o,), 
welche Tatsache auf die Existenz eines Ausdruckes nach Art 
von (50) hindeutet. Schreiben wir also 


= u 4 
4 


(59) ron Ve D, re 
und wenden diese Formel auf die Beobachtungen zwischen 70,2 
und 90,1° der Tab. 9 an, so wird sich ein Wert von C, ergeben, 
der ungefähr für 80,2° gilt und mithin mit dem Vogelschen 
C,-Wert in (48) zu vergleichen ist. Legt man hierbei den Be- 
obachtungen den geschätzten Fehler 6’’ = 6’ : 0,75 (d, —o,), d.h. 
das Gewicht 1: 6’? bei, so geht hervor (unter Anwendung der 
Methode der kleinsten Quadrate): 


D, 10-8 = 10,86 + 0,87; I, = 9,7-10-4; 
C, = 94,8 + 6,1 bei 80,29, «= + 0,018, 


wo e den mittleren Wert der in Tab. 9 angegebenen Differenz 6 
zwischen der linken und der unter Anwendung von (60) berech- 


neten rechten Seite von (59) ausmacht. Tatsächlich stimmt nun 


(60) 
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auch der C,-Wert (60) innerhalb der Fehlergrenze mit der ge- 
nannten Vogelschen Ziffer für gasförmigen Sauerstoff überein. 


Legt man der obigen Rechnung den Wert (84) der Curie- 
konstante zugrunde, welcher nur 1,8 Proz. kleiner als der eben 
benutzte (33) ist, so ergibt sich eine Berichtigung der Bestim- 
mungen von Ye in Tab. 9 unter Anwendung der Angaben von 


d Ve:dP und dP=0,018 P. Benutzt man ferner dasselbe 
Gewicht der Beobachtungen wie vorher, geht als Endresultat 
hervor: 


D, 10-8= 11,60 +0,38, C,=108,7+6,1 bei 80,29, «= +0,016. 


Diese Werte der Konstanten in (59) sind bedeutend größer 
als die vorigen — bezüglich C, nicht weniger als 15 Proz. des 
Wertes (60) — was offenbar auf eine bedeutende Unsicherheit 
der Schätzungen hindeutet. Auch ist hervorzuheben, daß der 
angenommene Durchmesser (o,— 2,65-10-®cm) der Wirkungs- 
sphäre des Sauerstoffmoleküls keineswegs als sicher zu be- 
trachten ist. 


Aus der Bestimmung (60) von D,(= Y2 m, : I,) bekommt 
man den angegebenen Wert des Trägheitsmoments des Sauer- 
stoffmoleküls im flüssigen Zustand, entsprechend dem kleinen 
Abstande 0,27-10-8em der beiden Sauerstoffatome. Denken 
wir uns dieselben in einer Entfernung voneinander, die gleich 
dem Durchmesser der Wirkungssphäre ist, so erhält man 
einen größtmöglichen Wert des Trägheitsmoments, nämlich 


_ m _ 0,518 - 10-23. 2,652 - 10716 
61) = ; = 9,09 - 10-%, 


Bei seinen quantentheoretischen Betrachtungen über den 
Paramagnetismus (vgl. §1) findet Keesom den Atomabstand 
0,7-10-8 cm des flüssigen Sauerstoffmoleküls, was I,=6-10-4° 
ergibt, und Oosterhuis das Trägheitsmoment 8,7-10-*! des 
wasserfreien Mangansulfats. Nachzutragen ist hierbei, daß nach 
der Quantentheorie eine Verminderung des Trägheitsmoments 
der magnetischen Moleküle eine Vergrößerung der Abweichung 
vom Curie-Langevinschen Gesetze herbeiführt, während ja 
nach der vorliegenden Theorie das gerade Gegenteil der Fall 
ist (vgl. das am Ende von § 2 Gesagte). 
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85. Über magnetische Untersuchungen an verdichtetem, 


gasförmigem Sauerstoff. 


“oth Kamerlingh Onnes und Oosterhuis*) haben gezeigt, 
daß gasförmiger Sauerstoff von 100facher Normaldichte dem 
Curie-Langevinschen Gesetz wenigstens bis 170° (aber wahr- 
scheinlich noch tiefer — bis zur kritischen Temperatur) folgt, 
wie es aus Tab. 11 hervorgeht. 


tail 
Tabelle 11. 
Magnetische Messungen an verdichtetem Sauerstoffgas 
afl von Kamerlingh Onnes und Oosterhuis. T 
T 289,9 249,7 212,1 169,6 [157,7 146,6] 
ill, x.10® 105 121 142 179 [188 201) 


-104 304 302 301 304 [296 295] 

Die mittlere molekulare Weglänge des Gases unter den 
vorhandenen Bedingungen ergibt sich mit geniigender Genauig- 
keit aus (23) unter Anwendung der Temperaturfunktion (49). 
Benutzen wir hierbei zur Schätzung der Konstanten g den aus 
Versuchen über die innere Reibung hervorgehenden Wert 
1,026-10-5 cm*) der Weglänge im normalen Zustand 
(o= 0,001429, T = 273°), so wird 


ig 2,144 + 10-8(1—0,7539) 
(62) 


und erhält man hieraus für 90,1429, T=170° den Wert 
L,=17,90-10-®cem. Nimmt man ferner den aus magnetischen 
Versuchen an flüssigem Sauerstoff berechneten Wert (60) von 
I, oder D, an, so ergibt sich 
c = D,?L,? = 10,42-101% -7,902-10-16 — 6750, 
also eine sehr große Zahl, woraus nach der Formel (32) 
als Berichtigungsfaktor des Curie-Langevinschen Gesetzes, 
P = 0,9971 folgt. 


Die spezifische Suszeptibilität des betrachteten Gases bei 170° 
sollte somit nur etwa 0,3 Proz. unter der aus diesem Gesetze 


1) H. Kamerlingh Onnes u. E. Oosterhuis, Versl. K. Ak. van 
Wet. 21. p. 1535. 1913; Comm. Physik. Lab. Leiden Nr. 134d. 
2) Vgl. Landolt-Börnstein-Roth, Physik.-chem. Tab. p. 144. 


. Aufl. 1912. 
4. Aufl. 191 ao 
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hervorgehenden liegen — eine Abweichung, die innerhalb der 
Grenze der zufälligen Beobachtungsfehler der Bestimmungen in 
Tab. 11 (etwa +0,5 Proz.) fällt. ; 

Setzt man dagegen voraus, daß im gasförmigen Zustand 
ein anderes (größeres) Trägheitsmoment des Sauerstoffmoleküls 
vorhanden ist als im flüssigen, und wendet zudem den größt- 
möglichen Wert (61) desselben an, so wird 


c= 71,0; P = 0,8929, 


entsprechend einer etwa 11 Proz. kleineren spezifischen Sus- 
zeptibilität als der vom Curie-Langevinschen Gesetze ge- 
forderten. Die Existenz einer solehen Abweichung wird nicht 
von den Versuchsergebnissen bestätigt. 

Curie?!) untersuchte die Magnetisierbarkeit gasförmigen 
Sauerstoffs bei gewöhnlichen und höheren Temperaturen und 
für zwei Dichtigkeiten, entsprechend den Drucken 5 und 18 Atm. 
bei der Zimmertemperatur (etwa 20° C), und konnte dabei 
keine Abhängigkeit von der Dichtigkeit konstatieren. Bei 
der kleineren Dichtigkeit wurden Beobachtungen gemacht für 
nur drei Temperaturen im Gebiete 25—345° C, bei der größeren 
dagegen für neun Temperaturen zwischen 21 und 452° 0. Be- 
schränken wir uns auf den letzteren Fall, wo die Dichtigkeit 
des Gases etwa 16,8mal der normalen war, und berechnen für 
die Grenztemperaturen L, nach (62) und sodann c unter Anwen- 
dung des großen Trägheitsmoments (61), so geht folgendes 
hervor: 


Temp. in C® c P - © A 
21 61,4 4300 0,9957 1,28 375 
452 74,2 6270 0,9969 2,27 1650 ra 


Die größtmögliche Abweichung vom Curie-Langevin- 
schen Gesetze dürfte somit im Untersuchungsgebiet zwischen 
0,48 und 0,31 Proz. liegen und macht somit nicht die 
halbe von Curie selbst geschätzte ‚Präzision‘ der von ihm 
benutzten Anziehungsmethode aus.?2) Neben dieser Unvoll- 
kommenheit kommt aber in den Curieschen Messungen ein 
systematischer Temperaturfehler von noch größerem Einfluß vor. 

Sucht man die oben berechnete Abweichung vom genannten 
Gesetze durch die von Oosterhuis ($1) aus der Quanten- 

1) P. Curie, Ann. de Chim. Phys. (7) 5. p. 335f. 1895. 4 HH 
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theorie für paramagnetische Stoffe bei höheren Temperaturen 


J 


abgeleitete Formel (4) — mit 9<O — auszudrücken, so erhält | 
gs man die angegebenen, mit der Temperatur stark wachsenden 
a.“ Werte von |@|, wobei vielleicht zu erwähnen ist, daß nach einer 


Angabe von Weiss!) die Curieschen Messungen einem Wert 


aia 3 von © zwischen +8 und —8 entsprechen. Berechnet man 
ett schließlich die Größe A in der Gansschen — gleichfalls für 
- % höhere Temperaturen geltenden — Formel (5), so bekommt man 


= 

were ji ein noch größeres Anwachsen mit der Temperatur, wie es aus der 

Zusammenstellung oben hervorgeht. 


% $6. Bemerkung über die Magnetisierbarkeit fester, ot 
me paramagnetischer Stoffe. 
i : Die Langevinsche Theorie des Paramagnetismus, in der | 


Form (2) oder (3) ausgedrückt, sowie die darauf gegründeten 
Theorien, worüber in $ 1 berichtet ist, werden gewöhnlich ohne 
irgendwelchen Vorbehalt auch auf den festen Körperzustand 
angewendet. Sucht man also, diesem Beispiel folgend, auch die 
Theorie in § 2 auf den genannten Fall anzupassen, so hat man 
zunächst sich eine Vorstellung über die ‚mittlere molekulare 
Weglänge“ in einem solchen Körper zu bilden. Es ist dann 
wahrscheinlich, daß für die Änderung dieser — hier beson- 
ders kleinen — Größe mit der Temperatur die Temperaturabhän- 
gigkeit der Dichtigkeit maßgebend ist. Aus den Versuchen ?) 
über die Ausdehnung fester Körper bei Temperaturerhöhung 
läßt sich daher folgern, daß in normalen Fällen für die 
betreffende Weglänge ein Temperaturver- 
L lauf etwa nach Art von Fig. 3 gilt, d.h. 
ein anfänglich (in der Nähe des absoluten 
Nullpunktes) sehr geringes, aber stark 
t.  beschleunigtes Anwachsen mit der Tem- 
Fig. 3. peratur, das allmählich einem konstanten 
Wert zustrebt. 
Ein solches Anwachsen von L ist bei jeder Temperatur 
stärker als das aus dem proportionalen Gesetz er 
L=a:T 
er 1) Vgl. H. Kamerlingh Onnes u. E. Oosterhuis, Versi. K. Ak. 
5 me. van Wet. 21. p. 1170, Note 2. 1913. 

we 2) Vgl. Ch. L. Lindemann, Physik. Zeitschr. 12. p. 1197. 1911; 
28 p. 737. 1912; W. C. Röntgen, Münch. Ber. 1912. p. 381; S. Vallen- 

tinern. J. Wallot, d. D. 16. p. 757. 1914. 
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hervorgehende (dessen Gültigkeit man vielleicht von vornherein 
erwarten dürfte). Bei konstantem m und J des Molekularmagnets 
muß dann c=2mL?:I stärker wachsen als nach der Formel 


ca £T*, 


In Erinnerung an den Verlauf des Berichtigungsfaktors P 
des Curie-Langevinschen Gesetzes mit c (vgl. den Schluß von 
$ 2) geht aber dann hervor, daß bei der von genügend niedrigen 
Werten an zunehmenden Temperatur die spezifische Suszepti- 
bilität anfänglich stärker als 

= yT 
wächst, und ferner, daß dieser Zuwachs immer mehr geschwächt 
wird, um schließlich, nach Durchlaufen eines Gebiets kleiner 
Temperaturabhängigkeit, gegen in eine Abnahme überzu- 
gehen, die allmählich gegen die umgekehrte Proportionalität 
mit der Temperatur hin konvergiert. 

Inwieweit nun der Zuwachs sowohl als das Konstantwerden 
und die Abnahme oder nur zwei oder vielleicht nur eine einzige 
dieser drei Perioden der Temperaturabhängigkeit von x bei 
den ausgeführten Versuchen zu beobachten ist, beruht offen- 
bar auf besonderen Umständen. Tatsächlich findet sich aber 
ein solches Maximum von y in Wirklichkeit, wie bereits vor- 
her bemerkt ist (p. 5). Nach den Untersuchungen von 
Honda!) und Owen?) erweisen jedoch die meisten festen 
Elemente innerhalb eines ausgedehnten Temperaturbereiches 
ein merklich konstantes 7, wie auch das Eisen im y-Gebiete 
und das Pyrrhotin oberhalb der Umwandlungstemperatur [die 
beiden Ausnahmefälle vom Gesetz (4)]. 

Bezüglich einer anomalen Temperaturvariation der mitt- 
leren molekularen Weglänge des festen Körpers möge nur 
erwähnt werden, daß ein mit wachsender Temperatur abnehmen- 
des L verhältnismäßig selten vorkommen wird. Dies steht auch 
in Übereinstimmung mit den magnetischen Beobachtungen, 
denn ein solches L entspricht dem Ausnahmefalle eines x, das 
mit zunehmender Temperatur stärker abnimmt, als von dem 


1) K. Mahe, Ann. d. Phys. 82. p. 1027. 1910. 

2) M. Owen, Ann. d. Phys. 87. p. 657. 1912. Nach H. Kamerlingh 
Onnes u. E. Oosterhuis (Versl. K. Ak. van Wet. 21. p. 1166. 1913; 
Comm. Physik. Lab. Leiden Nr. 132e) ist die Magnetisierbarkeit von Platin 
im Bereiche 14—290° sehr wenig veranderlich. ' 
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Gesetze der umgekehrten Proportionalität der Temperatur ge- 
fordert wird (vgl. das p. 4 Gesagte). 


§ 7. Zusammenfassung. 
1. Die Maxwellsche Verteilungsfunktion repräsentiert 
einen Austausch kinetischer Energie zwischen den Molekülen 
eines idealen Gases, der durch regellose Anstöße derselben 
j : aneinander bewirkt wird. In dem Falle, wo die kinetische 
wi! q Energie — durch Kräfte irgendwelcher Art zwischen den Mole- 
ae külen — vor und nach den Zusammenstößen verändert wird, 


A, 


0 kann ich dann nichts anderes finden, als daß die genannte 
Be ee Funktion — wenn sie überhaupt gilt — maßgebend für die 

> 3 Verteilung der im Stoßaugenblicke vorhandenen kinetischen 
Energie sein muB. 

2. Es wurde ein fiir den StoBaugenblick geltender, mitt- 
lerer Wert der kinetischen Energie des im magnetischen Felde 
befindlichen Gasmoleküls — von der Form eines nach der 
Achse magnetisierten Rotationskörpers — genau abgeleitet und 
in die Maxwellsche Verteilungsfunktion eingeführt. Unter An- 
nahme eines von O. E. Meyer gegebenen, angenäherten Aus- 
drucks der einer bestimmten Geschwindigkeit entsprechenden 
mittleren Weglänge ergab sich hieraus ein Berichtigungsfaktor 
des Curie-Langevinschen Magnetisierungsgesetzes, welcher 
eine Funktion der mittleren Weglänge, der beiden Trägheits- 
momente und der Masse des Moleküls ist. 

3. In dem Falle, wo das axiale Trägheitsmoment gegenüber 
dem äquatorialen verschwindend klein ist („zweiatomiges“ 
Molekül) wurde dieser Faktor numerisch ausgewertet. Für große 
mittlere Weglänge oder kleines (äquatoriales) Trägheitsmoment 
(oder große Masse) nähert sich derselbe der Einheit, d.h. das 
genannte Magnetisierungsgesetz gilt unverändert. In den 
quantentheoretischen Abänderungen des Gesetzes hat das Träg- 
heitsmoment den gerade entgegengesetzten Einfluß. 

4. In der von Perrier und Kamerlingh Onnes und 
später auch von Keesom bei Deutung der magnetischen 
Messungen der erstgenannten beiden Autoren an flüssigen Sauer- 
stoff-Stickstoffgemischen gemachten Annahme, daß die Gegen- 
wart der Stickstoffmoleküle keinen Einfluß auf die rotatorische 
Energie der Sauerstoffmoleküle ausübt, ist die im Berichtigungs- 
faktor vorkommende Weglänge offenbar gleichbedeutend mit 
der von einem Sauerstoffmolekül zwischen zwei aufeinander 
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folgenden Zusammenstößen mit anderen Sauerstoffmolekülen 
im Mittel durchlaufenen. Anderseits läßt sich aber — im Be- 
reiche der Messungen von Perrier und Kamerlingh Onnes 
— diese Weglänge einfach durch die Masse pro Volumeneinheit 
des Sauerstoffs im Gemisch ausdrücken. Bei der Prüfung wurde 
nun auch befunden, daß der (relative) Wert der Weglänge, der 
aus einer Anwendung des berichtigten Curie-Langevinschen 
Gesetzes auf die betreffenden magnetischen Messungen hervor- 
geht, einer solchen Bedingung genügt. 


Die bei dieser Untersuchung gleichfalls berechneten (rela- 
tiven) Werte der mittleren Weglängen eines Sauerstoffmoleküls 
beim Zusammenstoß mit den benachbarten Sauerstoff- und Stick- 
stoffmolekülen deuten darauf hin, daß im flüssigen Zustand ein 
Sauerstoff- und ein Stickstoffmolekül einander nicht so nahe 
kommen wie im gasförmigen; die für diesen Zustand charakte- 
ristischen Wirkungssphären der beiden Moleküle dürften also 
nicht zur gegenseitigen Berührung in der Flüssigkeit gelangen, 
wodurch vermutlich die obige eigentümliche Annahme erklärt 
wird. 

5. Aus den magnetischen Versuchen von Kamerlingh 
Onnes und Perrier und von Kamerlingh Onnes und 
Oosterhuis an flüssigem, ungemischtem Sauerstoff wurde in 
derselben Weise ein (relativer) Wert der mittleren molekularen 
Weglänge berechnet, welcher nach angenäherter Berichtigung 
(nach Jäger) für den Einfluß der Dichtigkeitsvariation eine 
Temperaturabhängigkeit erweist, die mit derjenigen recht gut 
übereinstimmt, die nach Versuchen von Vogel über die innere 
Reibung für die mittlere molekulare Weglänge gasförmigen 
Sauerstoffs bei derselben Temperatur gilt. Zu dieser Unter- 
suchung wurde innerhalb des kleinen studierten Temperatur- 
bereiches (70—90° abs.) die Sutherlandsche Formel der 
Temperaturabhängigkeit der molekularen Weglänge benutzt, 
und berechnete sich aus dem hierbei hervorgehenden Wert des 
Proportionalitätsfaktors das Trägheitsmoment 9,7-10-41 des 
Sauerstoffmoleküls im flüssigen Zustand. Aus quantentheore- 
tischen Betrachtungen findet Keesom den Wert 6-10-*° für 
denselben Fall und Oosterhuis 8,7-10-*! für wasserfreies 
Mangansulfat (vgl. hierüber Punkt 8 oben). 


6. Bezüglich der magnetischen Messungen von Kamer- 
lingh Onnes und Oosterhuis bei niedrigen Temperaturen an 
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gasförmigem Sauerstoff von 100facher Normaldichte ergab 
sich, unter Anwendung des oben abgeleiteten kleinen Trägheits- 
moments (9,7-10-41) des flüssigen Moleküls, bei 170° abs. eine 
Abweichung vom Curie-Langevinschen Gesetz (Verminderung) 
von 0,3 Proz., was innerhalb der Grenze der zufälligen Beob- 
achtungsfehler der Messungen kommt. Das größtmögliche Träg- 
heitsmoment (9,1-10-39), entsprechend einem Abstande zwischen 
den beiden Sauerstoffatomen, gleich dem Durchmesser der 
Wirkungssphäre (2,65-10-8cm), bewirkt dagegen eine Ab- 
. weichung von 11 Proz. 

7. Für die klassischen Untersuchungen von Curie an 
mäßig verdichtetem Sauerstoffgas bei höheren Temperaturen 
ging, unter Benutzung des letztgenannten großen Trägheits- 
moments, eine (größtmögliche) Abweichung im Untersuchungs- 
bereich von nur 0,37 Proz. im Mittel hervor, was viel weniger 
als der Beobachtungsfehler dieser Versuche ist. 

8. Die Eigentümlichkeiten der spezifischen Suszeptibilität 
fester paramagnetischer Stoffe lassen sich augenscheinlich durch 
die Theorie erklären. Bei genügend niedrigen Temperaturen 
nimmt (in normalen Fällen) die spezifische Suszeptibilität dieser 
Stoffe mit der Temperatur ab und schließlich rascher als die 
Temperatur selbst. 

9. Der abgeleitete Berichtigungsfaktor des Curie-Lange- 
vinschen Magnetisierungsgesetzes gilt auch für den entsprechen- 
den dielektrischen Fall, wo die Moleküle ein elektrisches Moment 
besitzen und sich in thermischer Wechselwirkung unter Einfluß 
eines elektrischen Feldes befinden. 


Zum Schluß ist es mir eine angenehme Pflicht, Herrn 
Oberlehrer C. E. Blom für einige wertvolle Ratschläge in Zu- 
sammenhang mit der Krooschen Arbeit herzlich zu danken. 


sree Phys. Institut der Universitit, Februar 1915. 
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2. Über adiabatischen und isothermen Halleffekt 
und die Messung 

des isothermen Halleffekts mit Wechselstrom ; he 


von H. Zahn. 

Übersicht: § 1. Einleitung. — § 2. Die Realisierung des isothermen Hall- 

effekts bei Benützung von Wechselstrom. — $ 3. Uber die mit Wechsel- __ es Er 

strom erreichbare Meßgenauigkeit. — $ 4—7. Das Meßprinzip, de ex- — 
perimentelle Anordnung, Kontrollversuche zur Prüfung der Methode. — — 
$ 8. Die verwendeten Hallplatten. — $ 9. Die Messungen an Wismut- u. ME 
platten. — $ 10. Versuche an Antimon und an Wismut-Zinn-Legierung. — % uf Be at 
§ 11. Zusammenfassung. 


$1. Es hat schon v. Ettingshausen}) gezeigt,daBdieMes- 
sung des Halleffekts durch die im Magnetfelde gleich- 
zeitig auftretende galvanomagnetische Temperaturdifferenz der 
Plattenränder erheblich beeinflußt werden kann. Es handelte 
sich jedoch in diesem Falle um Störungen durch thermo- 
elektrische Kräfte, die an Hallelektroden an anderem Material 
als dem der Platte auftreten, die keinerlei theoretisches Interesse 
bieten und sich durch Wahl geeigneter Elektroden, gegebenen- 
falls auch durch Anwendung von Flüssigkeitsbädern beseitigen 
lassen. Nun hat aber R. Gans?) auf theoretischem Wege 
gezeigt, daß abgesehen von dieser nur meßtechnisch in Be- 
tracht kommenden Erscheinung sich prinzipiell ein Unterschied 
in der Bestimmung des Halleffekts ergeben muß, wenn man 
bei vorhandener Temperaturdifferenz mißt — Fall des adia- 
batischen Halleffekts — oder wenn man das Zustandekommen 
dieser Temperaturdifferenz verhindert — Fall des isothermen 
Effekts. Würde man die dem Ettingshauseneffekt zu- 
kommende Temperaturdifferenz, falls ein solcher nicht be- 
stände, künstlich, etwa durch Erwärmen des einen und Ab- 
kühlen des anderen Plattenrandes herstellen, so wäre der 
1) A. v. Ettingshausen, Wied. Ann. 31. p. 753. 1887. 

2) R. Gans, Ann. d. Phys. 20. p. 294. 1906. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 47. 
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Unterschied der Halikseffizienten in beiden Fällen gegeben 
durch 


(1) — Pe 


B, und B,!) bedeuten hier die Koeffizienten des künstlich 
nachgebildeten adiabatischen bzw. des isothermen Halleffekts, 
P den des Ettingshauseneffekts und 9 die Thomsonwärme des 
Plattenmaterials, letztere in Ergs pro elektromagnetische Ein- 
heit der Elektrizitätsmenge gemessen. Diese Beziehung ergibt 
sich, wenn man eine dem Temperaturgefälle des künstlichen 
Ettingshauseneffekts entsprechende elektrische Kraft des 
Thomsoneffekts einführt, indessen kann sie für den echten 
adiabatischen Fall — Koeffizient B, — keine Gültigkeit be- 
sitzen, da hier die Temperaturdifferenz eine Begleiterscheinung 
des Halleffekts selbst ist. Nach der Theorie von Gans, die 
man als streng bezeichnen muß, wenn man an der Grundan- 
nahme festhält, daß. Wärme und Elektrizitätstransport nur 
durch frei bewegliche Elektronen stattfinden, ergibt sich für 
das Verhältnis der beiden Koeffizienten B,: B; on ‘Wert 


ein Maß für die Zahl N der freien 
Elektronen ist. Dies führt auf die Schwierigkeit einer einwand- 
freien Bestimmung von b. Wollte man dazu die Lorentzsche 
Gleichung für die Thomsonwärme benützen 


o= — 4,808 - 103(b — 8) 


so erhielte man wegen der Kleinheit von o bei Metallen einen 
Wert von b, der für alle Metalle positiv und im allgemeinen 
nur wenig von 3 verschieden wäre, wobei die größten Ab- 
weichungen etwa + 0,5 betrügen. Dies führt auf B, = 1,5 B.. 
Indessen haben Koenigsberger und Weiss?) auf Schwierig- 
keiten hingewiesen, die sich bei der Berechnung von b aus der 
Thomsonwärme ergeben. Eine andere Möglichkeit, b aus der 
Temperaturabhängigkeit des Halleffekts zu berechnen, indem 
man die Ganssche Formel B; = 82/s.y zugrunde legt, hätte 


1) Im Anschlusse an J. Kioenigsiberger;und G. Glottstein, Ann. 
d. Phys, 46. p. 446, 1915 werde ich den Hallkoeffizienten mit B statt 
wie bisher mit R bezeichnen. 
2) J. Koenigsberger u. J. Weiß, Ann. d. Phys. 85. p. 43. 1911. 
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Über adiabatischen und isothermen Halleffekt usw. 


für einige Metalle wie Kupfer, eine gewisse Berechtigung), 
wobei man für dieses Metall bei Benützung der Messungen 
von Alterthum?) den für Zimmertemperatur gültigen Wert 
b= +0,3 und B,: B,= 1,16 erhielte. Eine Prüfung ist wohl 
nicht angängig, für Metalle von so gutem Wärmeleitvermögen 
ist der adiabatische Effekt zumal bei der geringen Größe der 
Hallwirkung vom isothermen experimentell überhaupt nicht zu 
unterscheiden. Für Metalle, wie Wismut, bei denen die Tren- 
nung der beiden Effekte möglich erscheint, läßt sich die Elek- 
tronenzahl nicht aus dem Halleffekt bestimmen, aus Gründen, 
die von Koenigsberger und seinen Mitarbeitern mehrfach 
auseinandergesetzt sind. Aus der Abhängigkeit des Leitver- 
mögens von der Temperatur hat Gottstein®) bei Halbleitern, 
auf dem von Koenigsberger gegebenen Wege b bestimmt, 
doch sind die so erhaltenen beträchtlichen Unterschiede zwischen 
den beiden Hallkoeffizienten direkt noch nicht geprüft. Schlüsse 
daraus auf das Auftreten beider Effekte bei Metallen zu ziehen, 
ist wohl nicht angängig. 

Eine andere Möglichkeit, auf theoretischem Wege einen 
Anhalt für den Unterschied der beiden Effekte zu erlangen, 
ist folgender. Man bildet aus den Gleichungen von Gans 4) 
für B,, B, und P mit Benützung der Beziehung für 0 den 
Ausdruck?) 

(2) B, — B, = - (1,721-10* — o)P 


Da bei Metallen die Thomsonwärme stets wesentlich 
kleiner als 1,721-104 ist, darf man zur Schätzung B, — B, = 
—1,7-104P setzen. Nun ist die galvanomagnetische Tem- 
peraturdifferenz nur bei einigen Metallen nachzuweisen, näm- 
lich bei den stark diamagnetischen und den ferromagnetischen. 
Nach früheren Messungen von mir®), wo B, und P am gleichen 


1) J. Koenigsberger u. J. Weiß, l.c. p. 37. fa. 

2) H. Alterthum, Ann. d. Phys. 89. p. 933. 1912. ea 

3) G. Gottstein, Ann. d. Phys. 48. p. 1090. 1914 und Dissert. 
Freiburg 1913. 

4) lo. p. 305 u. 306. Gl. 39’, 45’, 46’. 

5) Hierbei habe ich im Anschluß an Drude und an meine früheren 
Veröffentlichungen P definiert durch P=-AT:-ö6/39, wo AT die 
transversale Temperaturdifferenz, ö die Plattendicke, § die Strom- und 
© die Feldstärke bedeuten, während andere Autoren teilweise das, positive 
Vorzeichen benutzen. 

6) H. Zahn, Ann. d. Phys. 14. p. 886. 1904. 
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52 H. Zahn. 
Stück bestimmt waren, würde sich bei Wismut, Nickel, Eisen 
stets B, > B, ergeben, und zwar um Beträge, die zwischen 
9 bis 25 Proz. liegen; bei Wismut ist die Differenz von der 
Feldstärke abhängig, da Hall- und Ettingshauseneffekt in ver- 
schiedener Weise von dieser beeinflußt werden. Bei Antimon 
wäre umgekehrt B, um 17 Proz. größer als By. Wendet man 
Gl. 2 auf die von Gottstein untersuchten Halbleiter an, unter 
Benützung der Werte von Koenigsberger und Weiß!) für 
die Thomsonwärmen, so erhält man Übereinstimmung hin- 
sichtlich des Vorzeichens von (B, — B,) bei Silicium und 
Graphit, nicht aber bei Molybdänglanz mit den von Gottstein 
auf anderem Wege berechneten Werten; die zahlenmäßig be- 
rechneten Differenzen stimmen aber nur der Größenordnung 
nach mit denen Gottsteins überein. 


Eine quantitative Bestätigung der Gansschen Theorie 
kann man indessen überhaupt nicht erwarten, schon deswegen, 
weil sie nur für Metalle mit negativem Rotationskoeffizienten 
einen Sinn hat und somit bestenfalls qualitativ richtige Resul- 
tate geben kann, wenn man zur Erklärung der positiven Koeffi- 
zienten eine oder mehrere der von Koenigsberger und Gott- 
stein?) diskutierten Möglichkeiten annehmen will. Jedenfalls 
aber folgt aus den vorstehend angedeuteten Berechnungsarten 
von B, — B,, daß die beiden Koeffizienten aller Wahrschein- 
lichkeit nach so starke Verschiedenheiten besitzen, daß sie der 
Beobachtung nicht entgehen könnten. Es ist daher auffällig, 
daß diese Unterschiede bisher noch nieht nachgewiesen worden 
sind. Nach Gottsteins Berechnung und auch nach Gl. 2 
müßten die Halbleiter für diesen Zweck besonders geeignet 
sein. Es dürfte jedoch zum mindesten sehr schwierig sein, 
aus diesen brüchigen und teilweise sehr harten Materialien 
geeignete Hallplatten mit ansitzenden langen Elektroden aus 
demselben Stück herauszuarbeiten. In jeder anderen Anord- 
nung werden aber die eingangs dieser Arbeit erwähnten thermo- 
elektrischen Störungen so groß, daß der wahre Halleffekt von 
dem direkt beobachteten um mehrere Hundert Prozent verschie- 
den sein kann, wie dies die Messungen Gottsteins zeigen; aus 


1) l.c. und Ann, d, Phys. 38. p. 696. 1912. 


2) J. Koenigsberger u. G. Gottstein, Physik. Zeitschr. 14. 
p. 232. 1913. 
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diesem Grunde sind diese Substanzen für den genannten Zweck 


wenig brauchbar. 

Was nun die Unterscheidung der beiden Fälle bei Metallen 
betrifft, so habe ich früher!) Messungen an Wismutplatten 
angestellt, die innerhalb der Grenzen der Meßgenauigkeit die- 
selben Werte für die Rotationskoeffizienten im adiabatischen 
wie im isothermen Fall ergaben. Im ersteren befand sich die 
Platte in abgeschlossener Luftumgebung, eine Wärmezu- und 
abfuhr war in merklichem Betrage nur an den Primärelektroden 
vorhanden. Ein vollkommener Wärmeabschluß war natürlich 
nicht vorhanden, doch kann man insofern eine Annäherung an 
den adiabatischen Fall als erreicht ansehen, da die Ettings- 
hausensche Temperaturdifferenz der Ränder in kräftiger Weise 
auftrat. Bei Untersuchung des isothermen Falls befand sich 
die Platte in stark fließendem Wasser; in ruhender Flüssigkeits- 
umgebung wird der Ettingshauseneffekt zwar sehr verkleinert, 
bleibt aber beobachtbar. Auch in bewegter Flüssigkeit ist die 
Gewähr nicht gegeben, daß das Platteninnere völlig isotherm 
ist, immerhin sind die beiden Anordnungen so stark von- 
einander verschieden, daß ein vorhandener Unterschied der 
beiden Koeffizienten sich hätte beobachten lassen müssen. 

Es lassen sich jedoch zwei Einwände gegen meine da- 
maligen Versuche erheben, die schwerwiegender als die nicht 
vollkommene Realisierung der Idealfälle sind. Einer von 
diesen ist in meiner Arbeit besprochen, er betrifft die Schwierig- 
keit, die beiderseitigen Messungen auf eine gemeinsame mittlere 
Plattentemperatur zurückzuführen. Zu diesem Zwecke wurde 
damals der Temperaturkoeffizient des isothermen Effekts be- 
stimmt, sowie bei der Messung des adiabatischen die mittlere 
Plattentemperatur durch Widerstandsmessung erhalten. Nun 
ist aber beim letzteren wegen der Wärmeableitung an den 
Primärelektroden die Plattenmitte infolge der Stromheizung 
höher temperiert; die Plattenmitte ist aber im wesentlichen 
bestimmend für die Größe des gemessenen Rotationskoeffi- 
zienten, der also einer höheren als der gemessenen mittleren 
Plattentemperatur entspricht. Da nun der Halleffekt bei 
Wismut mit steigender Temperatur abnimmt, ergibt sich, daß 
der auf die gleiche mittlere Plattentemperatur korrigierte 
isotherme Koeffizient etwas zu groß angesetzt wird. 


1) H. 


Zahn, Ann. d. Phys. 28. pe 131. 1907. 
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Eine andere Fehlerquelle, die mir aber damals entgangen er 


ist, rührt von dem durch Peltiereffekt in der Platte erzeugten F 
Temperaturgefälle her. Da die Primärelektroden, die den d 
Plattenstrom zuführten, aus Messing bestanden, ist das durch s 
Peltiereffekt im Wismut entstehende Temperaturgefälle dem fe 
elektrischen Potentialgefälle gleichgerichtet. Im Magnetfelde 8 
tritt infolge dieses longitudinalen Temperaturgefälles der trans- « 
versale thermomagnetische Potentialeffekt auf, und zwar bei 18 


Wismut in dem Sinne, daß er den Halleffekt verkleinert er- 
scheinen läßt. Da diese Erscheinung in merklichem Betrage h 
nur bei Untersuchung des adiabatischen Falles zustande kommen d 
kann, so wirkt sie, ebenso wie die vorgenannte Fehlerquelle, n 
in der Richtung, den adiabatischen Koeffizienten zu verkleinern. d 

Es ist schwer, den Einfluß dieses Fehlers einigermaßen ab- E 
zuschätzen. Gottstein!), der diese Störung berücksichtigt, u 
setzt sie gegen den Hallkoeffizienten additiv mit 2/7Q/K in 
Rechnung, wo JJ die Peltierwärme in Erg pro 10 Coulombs, e 
Q den Koeffizienten des thermomagnetischen Effekts und K F 
die thermische Leitfähigkeit des Plattenmaterials bedeuten. Mm 
Für Wismut würde die Einsetzung der Zahlenwerte etwa den m 
Wert 1 liefern, somit, da der Hallkoeffizient in mittleren Feldern 
etwa 6 beträgt, eine Korrektion von rund 17 Proz. bedingen. 
Ich halte es jedoch für sehr unwahrscheinlich, daß bei meinen 
damaligen Versuchen eine so hohe Korrektion anzubringen ist. 
Der Betrag 2/7Q/K wäre nur dann anzusetzen, wenn an den 
Primärelektroden kein Temperaturausgleich durch diese selbst 
stattfände, während bei den von mir als Elektroden verwendeten 
Messingbacken ein solcher in hohem Maße stattgefunden haben 
muß. Um einen Anhaltspunkt über den Einfluß des Peltier- 
effekts auf die Messung von B, zu erhalten, habe ich den Versuch 
neuerdings reproduziert, und das durch Peltiereffekt in der 
Platte erzeugte Temperaturgefälle thermoelektrisch bestimmt, 
dessen doppelter Betrag durch Kommutieren des Primärstroms 
erhalten wird. Hiernach erreichte die Korrektion, je nach der 
Feldstärke, Werte bis zu 1 Proz. des Hallkoeffizienten, sie 
bleibt also ziemlich klein. Immerhin ist sie doch so beträchtlich, 
daß die Folgerung aus meinen früheren Versuchen, nämlich 
daß die beiden Koeffizienten innerhalb der Versuchsfehler 
einander gleich sind, nicht zu halten sein dürfte; vielmehr ist 
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es danach, zumal bei Beachtung der vorher besprochenen 
Fehlerquelle, in hohem Maße wahrscheinlich, daß bei Wismut 
der adiabatische Rotationskoeffizient den isothermen um einen 
zwar geringen, aber doch meßbaren Betrag übertrifft. Im 
folgenden möchte ich nun ein Verfahren beschreiben, das bei 
Substanzen mit großem Rotationskoeffizienten eine prinzipiell 
einfache und einwandfreie Vergleichung des adiabatischen und 
isothermen Falls ermöglicht. 

§ 2. v. Ettingshausen und alle späteren Beobachter 
haben gefunden, daß die galvanomagnetische Temperatur- 
differenz eine beträchtliche Zeit zur völligen Ausbildung be- 


nötigt. Es liegt daher nahe, anzunehmen, daß man besser als ‘ 
durch Anwendung von Flüssigkeitsbädern den isothermen RE 
Halleffekt erhält, wenn man als primären Plattenstrom einen Pay ‘ 
möglichst hochfrequenten Wechselstrom benützt. TER 


Man macht dabei allerdings die Annahme, daß der Hall- 
effekt selbst keine Trägheit besitzt. Wenn man extrem hohe —_ 
Periodenzahlen anwenden könnte, so daß die Periodendauer 
mit der mittleren Stoßzeit eines Elektrons vergleichbar würde, 
so müßte man Anzeichen einer Trägheit wohl erwarten, jedoch 
wohl kaum bei Frequenzen, die sich mit Wechselstrommaschinen 
herstellen lassen. Dies beweisen zunächst die Versuche von 
Des Coudres!), der mit einem Strom von 700 Wechseln pro 
Sekunde den gleichen Halleffekt wie mit Gleichstrom erhielt. 


Mit Hochfrequenzströmen einer Poulsonlampe untersuchte = 
A. W. Smith?) den Halleffekt bei Wismut, den er bis zu den ae 
héchsten verwendeten Periodenzahlen von 120000 als unab- sag 
hängig von der Frequenz fand. Es können diese, zumal die a Pr 
letztgenannten Messungen, bei denen Störungen durch die = 


Impedanz der Meßanordnung zu berücksichtigen waren, und 

die mit Hilfe eines auf das Spannungsquadrat ansprechenden 
Thermogalvanometers ausgeführt wurden, natürlich nicht die 
Genauigkeit von Gleichstrommessungen besitzen. Trotzdem 

darf man aus diesen Versuchen wohl schließen, daß eine Träg- ‘ 
heit des Halleffekts bei diesen Periodenzahlen noch nicht in 
Frage kommt. 

§ 8. Es handelt sich zunächst darum, mit Wechselströmen 
einigermaßen hoher Periode eine Meßgenauigkeit zu erhalten, 

1) Th. Des Coudres, Phys. Zeitschr. 2. p. 586. 1900. ts 
2) A. W. Smith, Phys. Rev. 85. p. 81. 1912. 
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wie sie für die vorliegenden Zwecke erforderlich ist. Aus meiner 
früheren Arbeit darf man jedenfalls schließen, daß der zwischen 
adiabatischem und isothermem Halleffekt zu erwartende Unter- 
schied gering ist und einige Prozente nicht überschreitet. Nun 
rechnet die elektromotorische Kraft, des Halleffekts, die man 
unter normalen Verhältnissen, d. h. bei nicht allzu dünnen 
Platten, mäßigen Stromstärken in Feldern von einigen Kilo- 
gauss, bei Wismut erhält, nach Millivolts; das Meßinstrument 
muß daher wenigstens auf 10 Mikrovolt deutlich reagieren, 
was für einigermaßen hochfrequente Wechselstréme schon eine 
sehr große Empfindlichkeit bedeutet. Nun hat man ja bei 
Wechselströmen, worauf Des Coudres hinweist, den Vorteil, 
höhere Stromstärken anwenden zu können; indessen wird da- 
mit die schnelle Erreichung einer endgültigen Plattentempe- 
ratur schwierig; außerdem ist es wünschenswert, die parallel 
laufenden Gleichstromversuche zum Vergleiche des adiabati- | 
schen mit dem isothermen Effekt unter möglichst gleichartigen 
Bedingungen auszuführen. | 
Es liegt zunächst nahe, die Methode von Des Coudres | 
anzuwenden, bei der nicht nur die Platte, sondern auch die 


Magnetspulen vom Wechselstrom durchflossen werden, so daß 
die elektromotorische Kraft des Halleffekts als Gleichspannung 
erscheint und so mit einem Galvanometer fast beliebig genau 
gemessen werden kann. Gegen dieses Verfahren spricht die s 
Unmöglichkeit, hochfrequente magnetische Wechselfelder von 
beträchtlicher Stärke zu erhalten; es käme, wenn man sich 
mit schwächeren begnügen wollte, dazu die Schwierigkeit, die # 
Stärke des magnetischen Wechselfeldes zumal bei Anwendung 
eines Eisenkerns relativ zu den konstanten Feldern beim adia- 
batischen Effekt hinreichend genau zu messen. Es treten ferner 
Störungen durch Wirbelströme auf, die das Feld in der Platte 
hervorruft, wodurch ihre Temperatur geändert wird; dieselben 
Wirbelströme können außerdem, wie ich an anderer Stelle!) 
gezeigt habe, ein transversales Temperaturgefälle hervorrufen 
und auch dadurch den isothermen Zustand vernichten. Der 
: Vorteil, der bei dieser Methode durch die Verwendungsmög- 

 liehkeit eines sehr empfindlichen Spannungsmessers erwächst, 
wird durch andere dem Verfahren anhaftende weit 


überwogen. 
1) H. Zahn, Ann. d. Phys. 86. p. 553. Biene Ws 
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Man ist daher genötigt, den Wechselstrom nur durch die 


hen Hallplatte zu schicken, die sich zwischen den Polen eines 
ter- Gleichstromelektromagneten befindet; die transversale EMK. 
yun ist dann natürlich eine Wechselspannung. Zu deren Messung 
an diente mir bei den Vorversuchen ein Spiegeldynamometer ?) 
en von Siemens & Halske, durch dessen feststehende Spulen der 
ilo- Plattenstrom J geleitet wurde, während die bewegliche Spule 
ent vom Hallstrom 7 durchflossen wurde. In dieser Schaltung hat 
en, man den Vorteil linearer Empfindlichkeit für die Messung des 
ine Halleffekts, da die Ausschläge dem Produkt Ji proportional 
bei sind. Da die zum Instrument gehörigen festen Spulen einen 
eil, Gesamtwiderstand von 297 Ohm und zusammen einen Selbst- 
la- induktionskoeffizienten von 0,38 Henry besitzen, erwies es 
pe- sich als vorteilhaft, sie durch diekdrähtige Spulen zu ersetzen. 
lel Ihr Widerstand betrug 1,43 Ohm und ihr resultierender Selbst- 
iti- induktionskoeffizient bei der Stellung, die sie im Dynamometer 
en gegeneinander einnahmen, 2,38 Millihenry. Wurden diese 
Spulen von 1 Ampere Gleichstrom durchflossen, so entsprach 
es bei dem gewählten Skalenabstand 1mm Ausschlag einer an 
die die bewegliche Spule gelegten Gleichspannung von 3,7 Mikro- 
aß volt. Da indessen auch die bewegliche Spule bei einem Wider- 
ng stand von 160 Ohm 0,014 Henry besitzt, so nimmt die Emp- 
au findlichkeit für Wechselstrom mit steigender Frequenz ziemlich 
lie schnell ab, inmerhin bleibt sie für den vorliegenden Zweck in 
on weitem Bereich groß genug. 
ch Um von der Abhängigkeit der Dynamometerempfindlich- 
lie keit von der Frequenz frei zu werden, wurden die Hall- 
ng spannungen zunächst verglichen mit der Spannung an einem 
ia kleinen Widerstande aus Manganinband, der mit der Hallplatte 
ler in Reihe geschaltet war. Indessen führten diese Versuche zu 
ite keinem befriedigenden Ergebnisse. Die Ausschläge wurden in 
en ihrer Größe durch kapazitive Störungen beeinflußt, die von der 
1) Nähe der Polschuhe herrührten und sich in gleicher Weise 
en bemerkbar machten, wenn Manganinwiderstände innerhalb der 
er Pole mit solehen außerhalb verglichen wurden. Diese Störungen 
8- wuchsen mit der Frequenz und erreichten bei einer Perioden- 
st, 
sit 1) Hm. Dr. Lichte, Physiker am Kaiserl. Torpedo-Versuchs- 
4 kommando, der mir dieses Instrument und einige andere Hilfsmittel in 
freundlichster Weise zur Verfügung stellte, möchte ich auch an dieser 


Stelle meinen besten Dank aussprechen. 
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zahl von 1700 den Betrag von 6 Proz. Da sie sich durch An- 
bringen auch des Vergleichswiderstandes im Feldraum zwar 
verkleinern, aber nicht völlig beseitigen ließen, mußte von der 
Methode der Ausschlagmessung Abstand genommen werden. 
$ 4. Das Meßprinzip. Störungen, wie die vorgenannten, 
lassen sich am einfachsten bei Anwendung einer Nullmethode 
kompensieren. Es wurde deshalb zur Messung des Halleffekts 
die Wheatstonesche Brückenanordnung verwendet, wobei 
die Platte selbst zwei Zweige derselben bildete. Die Schaltung 
D ist im Prinzip in Fig. 1 


dargestellt. AB sei die 
 Wismutplatte, C und D 
45 die Enden der aus Wis- 
its mut bestehenden Hall- 
elektroden. EAC und 


CBH bilden das eine 
Zweigpaar der Brük- 
kenanordnung, EFGH 
besteht aus dem ge- 
raden Meßdraht FG, 


Fig. 1. Schleifkontakt S aus- 


gehend der Brücken- 
zweig über den Stromindikator M nach C führt, und den 
Stücken EF und GH, die die induktionsfreien Verlängerungs- 
widerstände r, und r, sowie die variabeln Selbstinduktionen 
L, und L, enthalten. Die Zuführung des Wechselstromes 
quebichs E und dH. 

Sei nun w, der Widerstand der Wismutplatte zwischen 
AC, so wird dieser im Felde wegen der Widerstandszunahme 
gleich w,+Aq@, werden. Außerdem tritt an C durch Hall- 
effekt eine elektromotorische Kraft auf, die bei vollkommener 
Homogenität der Platte gleich der halben Hallspannung e 
wäre. Verschiebt man S bis zur Stromlosigkeit im  Brücken- 
zweige, so ist 

+ 


und nach Kommutieren des 


wenn J, der BR‘ in der Platte, 7, der im Meßdraht und W’ 
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bzw. W” die Widerstände zwischen ES bei den beiden Feld- 
richtungen sind. Außerdem gilt in beiden Fällen 
wo (w+Aqm) der Widerstand der ganzen Wismutplatte im 
Felde und W der Widerstand zwischen E und H ist. Daraus 
ergibt sich 
w’ 
WwW 
Wegen der Kleinheit des Plattenwiderstandes miissen die 
Widerstände g der Zuführungsdrähte zur Platte berücksichtigt 
werden. Die Hallspannung ist nun gegeben durch e = BOJ/6, 
wo § die Feldstärke, J = J, den Plattenstrom und 6 die 
Plattendicke bedeuten. Dies liefert fiir den Rotationskoeffi- 


= 


(® + 


zienten die Beziehung ee 
(3) B= (0 +@+ 4m) d/h. 


Wegen etwaiger Inhomogenitäten der Platte ist dieselbe Messung 
an der anderen Hallelektrode D vorzunehmen; das Mittel aus 
beiden Bestimmungen muß den gleichen Hallkoeffizienten er- 
geben, wie man ihn auf übliche Weise durch Spannungsmessung 
zwischen C und D erhalten würde. 


$ 5. Diese Methode, die für konstanten und Wechselstrom 
gleich geeignet ist, bietet für den Zweck der vorliegenden Arbeit 
große Vorteile. Zunächst können bei Wechselstromversuchen 
die früher erwähnten kapazitiven Störungen durch die variabeln 
Selbstinduktionen kompensiert werden. Besonders bequem ist 
aber für den Vergleich von isothermem und adiabatischem oder 
wie es sich hier darstellt, von Wechsel- und Gleichstrom-Hall- 
effekt, daß man von der einen Stromart direkt auf die andere 
übergehen kann und so die Möglichkeit hat, beide Effekte in 
genau demselben Feld messen zu können. Die exakte Be- 
stimmung der Feldstärke bietet meistens eine Hauptschwierig- 


‚ keit derartiger Untersuchungen. Da für die Unterbringung 


einer Induktionsspule oder sonstigen Meßvorrichtung verhältnis- 
mäßig viel Platz erforderlieh ist und die Anwendung der Wis- 
mutspirale die Kenntnis ihrer Temperatur erfordert, begnügt 
man sich gewöhnlich damit, die Feldstärke nach vorher- 
gegangener Eichung aus der Amperezahl des felderregenden 
sind aber 
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unsicher, da die magnetische Vorgeschichte des Elektromagneten 
bei jedem Versuche hereinspielt, was sich besonders bei Verwen- 
dung schwacher Felder bemerkbar macht. Für den Zweck, 
den Halleffekt für die beiden Stromarten im nämlichen Felde 
zu vergleichen, kommt diese Unsicherheit nicht in Betracht. 
Denn hat man beispielsweise W’ für Wechselstrom festgelegt 
und schaltet nun rasch Gleichstrom und bei M Galvanometer 
ein, so kann man aus dem Ausschlag, den das vorher geeichte 
Instrument liefert, die Einstellung W’ für Gleichstrom be- 
rechnen. Eine erneute Umschaltung auf Wechselstrom bei 
unveränderter Stellung des Schleifkontaktes läßt erkennen, 
ob H konstant geblieben ist. Die Dauer der ganzen Vergleichung 
läßt sich daher auf ein Minimum herabdrücken, das im wesent- 
lichen durch die Zeit bedingt ist, welche die Ettingshausensche 
Temperaturdifferenz zu ihrer Ausbildung benötigt. Die gleiche 
Untersuchung von W”’ bei kommutiertem Feld mag bei etwas 
anderem $ vorgenommen werden, die Verschiedenheit von W” 
für die beiden Stromarten wird dadurch praktisch nicht be- 
einflußt. Der absolute Wert von B unterliegt bei dieser Be- 
obachtungsart ebenso den Unsicherheiten der Feldbestimmungen, 
wie bei anderen Meßmethoden, aber der Einfluß der Platten- 
stromart, der sich nur in der Differenz der beiden (W’ — W”) 
kundgibt, muß davon unbeschadet zum Ausdruck kommen. 


Es ist nun noch zu zeigen, daß die von der Stromart her- 
rührenden Einstellungsverschiedenheiten sich nur auf den Hall- 
effekt beziehen. Prinzipiell ist dies nämlich nicht der Fall; 
bekanntlich haben Lenard und nach ihm andere Beobachter 
gefunden, daß bei Wismut und einigen anderen Metallen der 
Widerstand und die Widerstandsänderung!) im Felde sich für 


1) Hierbei ist noch ein Einwand zu besprechen, den man gegen die 
Zuverlässigkeit der Wechselstrommessungen aus dem Vorhandensein des 
bekannten Gleichstrom-Wechselstromeffekts bei Wismut herleiten könnte. 
Da sich hiernach Wismut in und außerhalb des Feldes nicht wie ein reiner 
Widerstand verhält, sondern teils wie ein solcher mit Selbstinduktion, 
teils wie einer mit parallel geschalteter Kapazität, da ferner eine völlige 
Kompensation dieser Effekte nur durch Selbstinduktion unmöglich sein 
soll, so scheint meine Versuchsanordnung hierdurch Bedenken ausgesetzt 
zu sein. Da jedoch zwei zusammenstoßende Zweige der Anordnung aus 
Wismut bestehen, so müssen, außer bei starker Unsymmetrie der Platte 
gegen die Hallelektroden, derartige Störungen herausfallen. Tatsächlich 
haben sich nie ang der a ergeben. Eine aus- 


+ 

a 2 

1 
4 

| 
7 

Ts 


| 


meten 
rwen- 
weck, 
Felde 
racht. 
zelegt 
meter 
:ichte 
1 be- 
n bei 
nnen, 
hung 
sent- 
1sche 
eiche 
‘twas 
ı W" 
; be- 
gen, 
tten- 
men. 


her- 
Iall- 
"all; 
hter 
der 
für 


Über adiabatischen und isothermen Halleffekt usw. 61 


Wechselstrom anders ergeben als fiir Gleichstrom. Demnach 
würde bei der Vergleichung des isothermen und adiabatischen _ 


Halleffekts auch der Faktor (0 +@-+Ao) eine wichtige Rolle 


spielen. Dies ist jedoch nicht der Fall, die Verschiedenheit 
von (w+Aw) für die beiden Stromarten ist im allgemeinen | 
sehr klein, und ihr Einfluß kann durch passende Vergrößerung 
von 0, die auch aus meßtechnischen Gründen wünschenswert 
sein kann, leicht unter die Grenze der Meßgenauigkeit herab- 
gedrückt werden. Bei jedem der von mir untersuchten Fälle _ 
wurde die Unabhängigkeit von (@ +@-+Aq) von der Stromart 
bei verschiedenen Feldstärken geprüft. 

Ein weiterer Vorteil einer derartigen Nullmethode ist der, 
daß die Messung des Plattenstromes in Wegfall kommt und 
etwaige Schwankungen desselben belanglos bleiben. Es wurde 
natürlich trotzdem die effektive Wechselstromstärke der des 
entsprechenden konstanten Stromes so gut wie möglich gleich 
gemacht, um dieselben Temperaturverhältnisse in beiden Fallen _ 
zu haben. a 

$ 6. Experimentelle Anordnung und Hilfsapparate. Die 
bei den Messungen verwendete Brückenanordnung wich von 
dem in Fig. 1 gegebenen Schema nur wenig ab. Zur Ver- 
meidung überflüssiger Selbstinduktion waren die Zuführungs- 
drähte zur Platte, die aus biegsamer Emailledrahtlitze be- 
standen, bifilar geführt. Der eine Draht übertraf den anderen 
um die Länge der Platte und war über die Mitte derselben 
gelegt. Die Drähte waren nicht direkt, sondern unter Zwischen- 
schaltung von Kupferstreifen an die Platten gelötet. Ihre 
Länge wurde zur Variation von o verschieden gewählt, ihr — 
Widerstand sowie der der Platte wurde mit Gleichstrom nach 
der Abzweigmethode bestimmt. 


Der Meßdraht FG von 1m Länge auf einem Maßstabe 
zwischen starken Messingbacken eingeklemmt, war ein gut 


kalibrischer Neusilberdraht von 0,80 mm Durchmesser und 
einem Widerstand von 0,789, Ohm. Von F und G führten 
starke Messingbänder in der in der Figur angedeuteten Weise 
zu den Klemmschrauben K, wo die Zuführungsdrähte zur 


führliche Literaturbesprechung über den Gleichstrom-Wechselstromeffekt 
findet sich in den Arbeiten von R. Seidler, Ann. d. Phys. 32. p. 337. 1910 
und H. Geipel, Ann. d. Phys. 88. p. 149. 1912, sowie besonders in den 


beiden Diss. Leipzig 1909 u. 1911. ee ; 
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Platte eingeschraubt wurden. Wegen der Kleinheit der Wider- 
_ stände in den Plattenzweigen waren zur Erzielung gut definierter 
— ae E und H die Stromzuführungen einige 
5 Zentimeter von den Klemmen K an die Plattendrähte fest- 
Fe ’ gelötet. Zur Verlängerung des Meßdrahtes konnten auswechsel- 
bare bifilare Manganindrahtwiderstände r,, r, verschiedener 
| Größe eingeschaltet werden. Die Selbstinduktionen L, und L, 
waren kleine Variometer aus gegeneinander vendreh bands 
3 Flachspulen; außer zur Beseitigung der schon erwähnten 
kapazitiven Störungen dienten sie zur Kompensierung der 
un E nicht völlig vermeidbaren Selbstinduktionen in den verschiede- 
nen Zweigen. Der maximale Selbstinduktionskoeffizient eines 
Variometers betrug etwa 14000 cm; ein Zeiger an der drehbaren 
Ir Spule über einer Skala erlaubte eine Einstellung zu reprodu- 
zieren. Eine Kenntnis der eingestellten Selbstinduktionen ist 
nieht erforderlich. 


ER . Zur Erzeugung der Wechselströme wurden zwei Maschinen 
ar oa verwendet. Für hohe Frequenzen diente ein kleiner Umformer 
von Boas fiir maximal 3000 Perioden bei 0,5 Kilowatt, doch 
waren die héchsten von mir verwendeten Frequenzen 1700 pro 
Sekunde. Für niedere Frequenzen benutzte ich einen Um- 
former von Siemens-Schuckert von angenähert gleicher Leistung 
 beinormal 50 Perioden, doch habe ich auch diesen mit geringerer 
Periodenzahl verwendet. Zur Abdrosselung von Oberschwing- 
ungen, deren bei dieser Maschine 6—7 nachweisbar waren, 
wurden in den Stromkreis eisenfreie Selbstinduktionen im 
_ Gesamtbetrage von 1,3 Henry eingeschaltet, wodurch eine 
wesentliche Verbesserung erzielt wurde, indem praktisch nur 
_ die erste Oberschwingung, auch merklich geschwächt, zurück- 
blieb. Der Hochfrequenzmaschine waren Spulen von zusammen 
1,4 Millihenry vorgelegt; wie aus der Reinheit des Tones im 


Vorversuche hatten gezeigt, daß die Periodenzahl dcs 

_ Wechselstroms nur einen sehr geringen Einfluß auf die Größe 
des Halleffekts ausübt, es brauchte daher die Frequenz nur 
angenähert bestimmt zu werden. Dies geschah in beiden Fällen 
durch Messung der Spannung an den Enden einer vom Strom 
durchflossenen Spule von jeweilig geeignetem Selbstinduktions- 
koeffizienten und bekanntem Widerstande. Zur Vermeidung 


AU 


Telephon hervorging, können Oberschwingungen beträchtlicher 
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direkter Einwirkungen auf die Brückenanordnung und de 
Nullinstrumente waren die Wechselstrommaschinen nebst den 
verschiedenen vorgeschalteten Spulen weit vom Beobachtungs- 
platz entfernt in benachbarten Räumen aufgestellt. Auch die 
Regulierwiderstände und das Hitzdrahtamperemeter befanden 
sich in solehen Abständen, daß Einwirkungen nicht nachweis- 
bar waren, die Stromzuführungen erfolgten natürlich bifilar. 


Als Nullinstrument für die Hochfrequenzmessungen be- x 
währte sich nach mancherlei Versuchen weitaus am besten 
ein besonders hergerichtetes Telephon, das durch Umarbeitung 
eines alten im Institut vorgefundenen Telephons hervor- 
gegangen war. Seine Membran besaß ein, wenn auch nicht 
scharfes, so doch gut ausgesprochenes Empfindlichkeitsmaxi- 
mum für Periodenzahlen von etwa 1100; mit angenähert dieser 
Frequenz wurden daber die definitiven Messungen ausschließ- — 
lich angestellt. Mit Rücksicht auf die zu vergleichenden sehr 
kleinen Widerstände wurde die Wieklung des Telephons durch 
eine diekdrähtige von 1,36 Ohm ersetzt, sein Selbstinduktions- 
koeffizient für schwache Ströme betrug etwa 1 Millihenry. 
Die Empfindlichkeit läßt sich aus der Schärfe der Einstellung 
in einer Brückenverzweigung von bekannten Widerständen bei 
gemessener Gesamtstromstärke jedenfalls angenähert schätzen, _ 
wenngleich subjektive Eigenschaften des Beobachters hierbei — 
stark mitsprechen. Ich konnte eine Verschiebung des Schleif- _ 
kontaktes aus der Nullage, die einer Spannungsänderung von 
3 Mikrovolt entsprach, mit vollkommener Sicherheit erkennen 
und möchte etwa ein Drittel bis die Hälfte dieses Betrages — 
als Grenze des für mich beobachtbaren ansetzen; auch zwei 
andere Beobachter erzielten mit diesem Telephon eine ähnliche 
Einstellungsschärfe. Zur ungefähren Charakterisierung der 
Empfindlichkeit kann vielleicht die Angabe dienen, daß zwei — 
im Institut vorhandene Telephone von Hartmann & Braun 
von rund 4 Ohm Widerstand, wie sie der Kohlrauschschen 
Meßbrücke für Elektrolyte beigegeben werden, für diese 
Messungen viel zu unempfindlich waren. : 

Die Möglichkeit, die Hochfrequenzmessungen mit dem 
Telephon machen zu können, vereinfachte den Vergleich 
zwischen Wechselstrom- und Gleichstrommessung außerordent- 
lich. Nachdem die Nullstellung für das Telephon gefunden 
war, wurde das Galvanometer noch bei fließendem Wechsel» 
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strom eingeschaltet ; da der hochfrequente Strom keinerlei 
Wirkung auf es ausübte, konnte es seine durch etwaige Thermo- 
kräfte im Stromkreise bedingte Ruhelage einnehmen. Wenn 
dies erreicht war, wurde durch eine Wippe der Wechselstrom 
rasch durch Gleichstrom ersetzt, worauf der definitive Galvano- 
meterausschlag je nach der untersuchten Platte nach mehr oder 
weniger kurzer Zeit seine definitive Größe annahm. Nach 
Wiederumschaltung auf Wechselstrom war nur in seltenen 
Fällen eine Änderung der Einstellung, die durch Feldabnahme 
oder Temperaturschwankung bedingt war, nachzuweisen. 

Bei Verwendung des Niederfrequenzstromes diente als 
Nullinstrument das Elektrodynamometer mit den Ersatzspulen; 
die Punkte E, H waren zwischen die beiden festen Spulen 
eingeschaltet, während die bewegliche an CS lag. Wegen der 
geringen Periodenzahl machten sich kapazitive Störungen und 
Einflüsse von Selbstinduktion in den Zweigen nicht bemerkbar, 
jedenfalls bewirkte eine Änderung von L, oder L, um ihren 
maximalen Betrag keine sicher nachweisbare Wirkung auf 
einen vorhandenen Ausschlag des Instruments. Immerhin 
wurden bei L, und L, die Zeigerstellungen benützt, die bei den 
entsprechenden Hochfrequenzmessungen sich als notwendig er- 
geben hatten. Da die Einstellungsdauer des Dynamometers 
ziemlich groß und daher der Vergleich mit konstantem Strom 
etwas zeitraubend war, wurde häufig die Niederfrequenzmessung 
zwischen zwei Versuche mit Hochfrequenz eingeschlossen, in 
der Weise, wie es sonst mit Gleichstrom geschah, so daß nur 
ein Dynamometerausschlag abzulesen war. 

Für die Gleiehstromversuche wurde als Nullinstrument ein 
Drehspulinstrument im aperiodischen Grenzzustande verwendet, 
dessen Empfindlichkeit die bei den Wechselstrommessungen er- 
reichte um das Zwei- bis Vierfache übertraf. 

Zur Erzeugung der Magnetfelder diente ein Halbring- 
elektromagnet von Hartmann & Braun mit runden Flachpolen 
von 4cm Durchmesser; er wurde mit einem Polabstand von 
8 mm verwendet. Die Ermittlung der Feldstärke geschah nach 

_ Eichung mit der Wismutspirale durch Messung des Feldstromes 
an einem Präzisionsamperemeter. 


$ 7. Um Aufschluß über die Brauchbarkeit der Methode 
zu erhalten, wurden zunächst Widerstandsvergleichungen an 
Leitern vorgenommen, bei denen kein Unterschied zwischen 
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sinerlei Gleich- und Wechselstrommessung zu erwarten war. Als solche — 
hermo- dienten 2cm breite Manganinbänder verschiedener Länge mit nS 
Wenn einem Widerstand von nahe 0,001 Ohm pro Langeneinheit. — 
Istrom Diese Bänder waren in gleicher Weise hergerichtet wie die 
‚lvano- Hallplatten, an ihnen waren zwei seitliche Elektroden C und D 
ır oder mit solchem gegenseitigen Abstand in Längsrichtung der Platte, 
Nach daß die Potentialdifferenz zwischen ihnen dem bei Wismut- : 
eltenen platten auftretenden Halleffekt ungefähr entsprach. Bei Ver- 
nahme suchen außerhalb der Polschuhe wurden die Nulleinstellungen 
. auf dem Meßdraht für konstanten und Wechselstrom genau — 
te all gleich gefunden. Durch Annähern einer dünnen Metallplatte _ 
pulen; gegen das Manganinband wurde bei Hochfrequenzstrom das 
Spulen Telephon zum Tönen gebracht; zur Wiedererlangung des Ton- 
on den minimums genügte eine Veränderung einer Variometerein- 
am und stellung ohne Verschiebung des Schleifkontakts. Befand sich cor 
rkbar, jedoch das Band zwischen den Polschuhen, so war außer der ae 
. Sheet kapazitiven Störung noch eine kleine Widerstandsänderung 
1g auf vorhanden, die neben der Selbstinduktionsvariation noch eine ei 
mer kleine Verschiebung des Schleifkontaktes erforderte, um völligs 
et dem Verschwinden des Tones zu erreichen. Diese Störung war sehr ee 
dig er- klein; der größte Wert derselben machte auf die Differenz der 
ah Einstellungen bei C und D, die bei Messung des Halleffekts 
FARBE (W’—W”) entspricht, den Betrag von 2 Promille aus. An- 
BEL scheinend rührte diese Störung von Energieverlusten her, die 
on. fe durch Induktionsströme in den Polschuhen auftraten, denn bei 
u 2 Anwendung nur einer Elektrode in der Mitte der Platte war 
bei vollkommener Symmetriestellung der Elektrode zu den 
u a Polen keine Einstellungsdifferenz am Meßdraht für Gleich- 4 
endet, und Wechselstrom vorhanden, sie konnte aber durch absicht- 
aan ned liche Assymmetrie nach der einen und anderen Richtung er- — 
' halten werden. Bei Versuchen mit Hallplatten, wo die beiden _ 
bring- Elektroden symmetrisch zur Platte lagen, konnte diese Störung 
hpolen leicht durch geeignete Lagerung der Platte vermieden werden. 


Es ist übrigens fraglos, daß in diesem Falle die Messung der 
durch das Feld hervorgebraehten Spannung durch einen etwaigen 
Fehler dieser Art nicht beeinflußt wird, weil diese Störung nur 
von den Polschuhen herrührt und beim Kommutieren des 
Feldes sich den beiden Einstellungen im gleichen Sinne addiert, _ 
bei der Differenzbildung somit herausfällt. : 
Was die Genauigkeit der Messungen anbetrifft, so ist sie, 
da es sich nur um relative handelt, nur bestimmt durch die _ 
Annalen der Physik, IV. gr 47. 
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EN mit der W’—W” erhalten wird. Natürlich ist 
hierfür, wie immer bei Halleffektsmessungen, eine geringe Dicke 
der Platte günstig. Bei gegebener Platte und damit auch fest- 
gelegtem Betrage von (w+4Aw) kann man die Einstellungs- 
differenz (W’—W’’), wie dies Gl. (8) zeigt, steigern durch Ver- 
kleinern des Widerstandes g der Zuführungsdrähte zur Platte 
und durch Vermehren von W, d. h. durch Wahl großer Ver- 
längerungswiderstände r, und r,. Was nun die Verringerung 
von o betrifft, so kann man hier nicht weit gehen, aus schon 
angeführten Gründen, weil man sonst nicht nur die Verände- 
rung des Halleffekts, sondern auch die des Widerstandes mit 
der Stromart beobachten würde. Nach Versuchen von Wolff?) 
können in starken Feldern die Differenzen zwischen Wechsel- 
und Gleichstromwiderstand bis fast 1 Proz. des Widerstandes 
erreichen. Legt man dies zugrunde, so ist es, um diesen Ein- 
fluß auf maximal 1 Promille herunterzudrücken, notwendig, 
o etwa zehnmal größer als den Plattenwiderstand zu wählen. 
Es bleibt also zur Erhöhung der Meßgenauigkeit nur die Ver- 
größerung von W übrig; wie weit man damit gehen kann, 
hängt von der Empfindlichkeit des Nullinstruments und der 
Größe des zulässigen Plattenstromes ab. Für jede Platte konnte 
eine gewisse Stromstärke ohne Einbuße an Temperaturkonstanz 
nicht überschritten werden; mit dieser und der bekannten 
Telephon- bzw. Dynamometerempfindlichkeit waren dann die 
für jede Platte günstigsten Verlängerungswiderstände r, und r, 
zu berechnen. Bei den verwendeten Wismutplatten ließ sich 
die Differenz (W’—W’’) mit einer Genauigkeit von 1—2 Pro- 
mille bestimmen. 


$ 8. Die verwendeten Hallplatten. Wie bei Besprechung 
der Wechselstrommessungen auseinandergesetzt wurde, sind 
dieselben mit guter Genauigkeit nur anzuwenden bei Platten, 
deren Hallspannung von der Größenordnung eines Millivolts 
ist. Von Metallen kommt dahe: als Plattenmaterial im wesent- 
lichen Wismut in Betracht. Die hauptsächlich interessierenden 
Messungen zur Vergleichung des Wechselstrom-Gleichstrom- 
Halleffekts sind infolgedessen an zwei Wismutplatten I und II 
angestellt, während einige andere Versuche an Platten aus 
Antimon und einer Wismut-Zinn-Legierung nur orientierender 


» 


1) B. Wolff, Diss. Würzburg 1897. 
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Natur sind. Das Material zu den Platten war als chemisch rein 


8 
> von Kahlbaum geliefert worden. Bei Herstellung der Legierung 
it waren 98,5 Teile Wismut und 1,5 Teile Zinn zusammenge- 
8 schmolzen worden. Die Platten waren mit Ausnahme von 
in Wismutplatte I mitsamt ihren etwa 2 cm langen Hallelektroden 
te aus genügend großen Stücken herausgearbeitet worden; auch 
;- Wismutplatte I hatte Elektroden gleichen Materials, die jedoch 
ng gesondert hergestellt und an die Platte angelötet waren. Die 
on Größenverhältnisse sind aus der folgenden Zusammenstellung 
rit Länge Breite Dicke 
1) Wismutplatte I. . . 2,40 1,35 0075 cm 
Antimonplatte 1,50 0,071 tad 
Platte aus Legierung . 3,40 1,10 0,055 
ig, Als Primärelektroden dienten breite Kupferblechstreifen, 
N. sie hatten nicht nur den Zweck, einen parallelen Verlauf der 
er- Stromlinien zu erzielen, sondern auch den, Temperaturdiffe- 
In, renzen, die bei den Gleichstromversuchen durch Peltiereffekt 
ler entstehen, möglichst auszugleichen, sie ragten daher noch 
ate einige Zentimeter über die Stromzuführungsstellen hinaus. 
nz Zur Befestigung der Hallplatten waren diese die Platten 
fen tragenden Streifen auf diinnen Glasscheiben aufgekittet. Die 
die Wismutplatte IT sowie die aus der Legierung bestehende wurden 
T. auch auf Ettingshauseneffekt untersucht; hierzu waren Thermo- 
ich elemente, durch sehr dünne Glimmerplittchen isoliert, auf den 
ro- Ansatzstellen der Hallelektroden aufgekittet. Bei den Messungen 
waren die Platten durch eine lose Wattepackung gegen Luft- 
ng strömungen geschützt, wurden aber auch gelegentlich in Wasser- 
nd umgebung untersucht. 
en, Hinsichtlich der Gesichtspunkte, die zur Untersuchung der 
lts Wismut-Zinn-Legierung geführt haben, möge noch einiges be- 
nt- merkt werden. Der Unterschied zwischen adiabatischem und 
len isothermem Halleffekt wird um so deutlicher hervortreten, je 
m- stärker sich der Ettingshauseneffekt im Verhältnis zum Hall- 
u effekt kundgibt, die Eignung eines Materials zu diesen Versuchen 
aus wird also, abgesehen von der Größe des Halleffekts, durch das 
der Verhältnis der Koeffizienten P: B gegeben. Bei Wismut ist 


P:B eine Funktion der Feldstärke 9; frühere Messungen 
lieferten mir für eine Wismutplatte = a 
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beiö= 3930 6290 8300 10570 Gauss 
le x 10° P/B 0,56 0,89 1,10 1,30 
FM Bei Antimon ist 10° P/B=]1, bei Tellur, das bekanntlich 
einen sehr großen Hallkoeffizienten besitzt, nach Messungen 
Eee von Lloyd!) nur 0,05. Nun haben schon v. Ettingshausen 
een und Nernst?) gezeigt, daß bei manchen Wismut-Zinn-Legie- 
Sr rungen von gewissen Feldstärken ab der Halleffekt seine Rich- 
Br tung ändert, während der Koeffizient P des Ettingshausen- 
2 -effekts sein Vorzeichen beibehält; P:B muß also hier bei 
manchen Feldstärken sehr große Werte annehmen. Von den 
a vier Legierungen, die diese - Verfasser untersucht haben, ist 
Sur Legierung II mit 1,46 Proz. Zinn wohl die geeignetste, weil 
2 negative und positive Hallkoeffizienten bei bequem herstell- 
0 baren Feldstärken in gleicher Größe zu erhalten sind; ich habe 
deshalb eine ähnliche Zusammensetzung gewählt. Die nach- 
ee £ stehende kleine Tabelle enthält B*) und P-Werte, die aus den 
We Messungen von v. Ettingshausen und Nernst berechnet 
SEE und graphisch auf gleiche Feldstärke bezogen sind. 


2830 4690 9360 Gauss 
are B — 0,55 — 0,26 + 0,24 ee 
sont HP + 3,55 + 3,05 + 1,89 
15 P/B 65 11,7 7,9 


Es ist zu erwarten, daß bei derartigen Platten, zumal in 
Nähe der Umkehrfeldstärke, hier 6500 Gauss, sich ein starker 
Einfluß der äußeren Versuchsbedingungen auf die Messung 
von B geltend macht. 


$ 9. Die Messungen an Wismutplatten. Vor Messung des 
Halleffekts wurde für die Wismutplatten zunächst die Ab- 
hangigkeit des Faktors (o +®-+4Aw) von der Feldstärke für 
 Gleieh- und ‚Wechselstrom untersucht. Hierzu bildete die 


§ hi: als Vergleichswiderstand im anstoßenden Zweige 
diente eine gleichartig angeordnete Manganinplatte, wie dies 
in Fig. 2 schematisch angedeutet ist. Nach Ausführung der 
Versuche wurden die Widerstände von Meßdraht und Ver- 


1) M. G. Lloyd, Sill. Journ. 12. p. 57. 1901. 

2) A. v. Ettingshausen u. W. Nernst, Wied. Ann. 33. p. 474. 1888. 
3) Bei Bestimmung der Hallkoeffizienten hatten sich die Platten 
in Wasserumgebung befunden. 
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längerungsdrähten mit Gleichstrom 
sorgfältig bestimmt. 


Die Ergebnisse einer Meß- 
reihe an Wismutplatte I mögen 
die Übereinstimmung der Mes- | 
sungen mit Gleich- und Wechsel- 
strom von n=1100 Perioden = 


zeigen. Der Widerstand im Null- 
felde ist dabei für beide Strom- 1 ENT 
arten gleich 1 gesetzt; Versuche 
mit Platte außerhalb der _Pol- Kb 29h 
schuhe hatten eine völlige Uber- mA 
einstimmung der Briickeneinstel- st 
Feldstärke . . . © 2590 4510 7500 00 
Gleichstromwiderstand . 1,000 1,004, 1,012, 1,024, 1,029, 
Wechselstromwiderstand 1,000 1,004 1,012, 1,023, 1,029, 


Die Unabhängigkeit des Faktors (( +w+4Aw) von der 
Stromart ist also vorhanden. Der absolute Wert von (0 +) 
im Nullfelde war dabei 0,0367, Ohm, der der Platte allein 
0,0028, Ohm; @ ist genügend groß, um Abweichungen zwischen 
Gleich- und Wechselstromwiderstand unter die Grenze der 
Beobachtungsgenauigkeit herabzudrücken. 

Eine zweite Meßreihe unter etwas anderen Bedingungen 


ergab: 


Feldstärke . . . . . 0 4510 7500 9070 1010 
Gleichstromwiderstand . 1,000 1,012, 1,024, 1,029, 1,034, ints 
Wechselstromwiderstand 1,000 1,012, 1,023, 1,030, 1,034, _ 


Die gute Ubereinstimmung korrespondierender Werte der 
beiden MeBreihen ist nur als eine zufällige zu betrachten, da 
weder Gleichheit der nur am Amperemeter abgelesenen Feld- 
stärken, noch solche der Temperatur in beiden Fällen verbürgt 
werden kann. Worauf es hier ankommt, ist nur die Überein- 
stimmung der im nämlichen Felde gemachten Vergleichung der 
Widerstände für beide Stromarten. Diese stimmen auf weniger 
als 1 Promille überein; es kann daher die Differenz (W’—W”) 

1 Gleichung 3 als allein maßgebend für den Einfluß der Strom- 
art auf den Halleffekt angesehen werden. Gleich gute Ver- 
hältnisse wurden auch bei Untersuehung von ae 1 
erzielt. Biot 
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au Die Halleffektsmessungen wurden so angestellt, daß zu- 
nächst Messungen an einer Hallelektrode bei einer Richtung 
des Gleichstroms gegen Wechselstrom bei verschiedenen Feld- 
stärken vorgenommen wurden, dann wurden sie nach Kommu- 
tieren des Gleichstroms wiederholt, schließlich das Ganze noch- 
mals mit Benützung der anderen Hallelektrode. Zur Veran- 


_ Niederfrequenzstrom von 84 Perioden gegen Gleichstrom mit- 
geteilt. Der gesamte Widerstand des Meßdrahts nebst Ver- 
_ längerungswiderständen und Variometern W betrug 7,615, Ohm, 
der der Platte plus Zuführungsdrähten 0,0367, Ohm. Von dem 

auf 1 Ampere regulierten Gesamtstrom flossen also im Null- 
- felde nur 4,95 Milliampere durch den Meßdraht; da dessen 


Ei einer Spannungsänderung von 3,9 Mikrovolt. Nach p.57 erfordert 
Y% = das Dynamometer für Gleich- und langsamen Wechselstrom 
7 on 3,7 Mikrovolt pro Millimeter Ausschlag, es war somit eine sehr 

= günstige Verteilung der Widerstände erreicht. In der nach- 
stehend mitgeteilten Versuchsreihe ist der Galvanometer- 
ie ausschlag a angegeben, der entstand, wenn bei unveränderter 
. = eee Stellung S des Schleifkontaktes auf dem Meßdraht an Stelle 


a _ des Wechselstromes ein Gleichstrom von 1 Ampere in die Ver- 


p ‘ i zweigung geschickt wurde. Die Empfindlichkeit des Galvano- 

ss meters war durch Vorschalt- und Nebenschlußwiderstände so 

bemessen, daß einer Verschiebung des Schleifkontakts auf dem 

li 3 MeBdrahte von 20 mm ein Galvanometerausschlag von 69,6 mm 

entsprach. (W’— W")w ist die Differenz der Wechselstrom- 


einstellungen bei kommutiertem Feld, (W’—W")q die aus den 
er Galvanometerausschlägen berechnte Gleichstromdifferenz, beide 
a in Millimetern des Meßdrahts ausgedrückt. Das Verhältnis 
(W'— WwW"): (W'—W")w gibt an, wieviel mal größer der 
Halleffekt mit Gleichstrom als mit Wechselstrom gemessen 
ae > wird; nach der in dieser Arbeit vertretenen Auffassung ist V 
ae Sees 28 das Verhältnis des (angenähert) adiabatischen zum isothermen 
 Halleffekt. 
a (W'—W")w (W'- Wa V 
= 4510 573,0 4,8 links 
4510 kom. 448,0 2,0 rechts 
7500 597,0 5,2 links 2 N 
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c 
# 


schaulichuns Verfal werde linzelreihe mit 
Widerstand 0,789, Ohm betru tsprach 1 mm Verschiebung 
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9 S (W’— W")w (W- V 
9070 605,8 5,6 links 
9070 kom. 409,0 5,6 rechts 196,8 200,0 1,016 
10100 610,4 9,6 links 
99 
10100 kom. 402,4 6,4 rechts ane 212,6 1,022 


Es ist also V größer als 1; dies ergab sich bei allen Messungen 
an Wismut, an beiden Elektroden, sowohl bei Nieder- wie bei 
Hochfrequenz. 


Aus den 4 Meßreihen an beiden Elektroden mit kommu- 
tiertem Gleichstrom, die zusammen einen Satz bildeten, er- 
gaben sich folgende Mittelwerte für V 


© 4510 7500 9070 10 100 
V 1,02, 1,01, 1,01, 


_ Ein zweiter Satz (n = 33) ergab Ay sith, 
Vs 1,01, 1,01, 1,01, 


Man muß schließen, daß innerhalb der Versuchsfehler V bei 
dieser Platte unabhängig von der Feldstärke ist. 


Die Versuche mit Hochfrequenz erlaubten eine mindestens 
doppelt so große Einstellungssicherheit. Zwei den vorigen ent- 


sprechende Sätze lieferten (n = 1020 und 1080) Ale 
ö 2590 4510 7500 9070 10 100 ‘ality 
V 1,02, 1,02, 1,02, 1,02, 


Ve 10, 10% 1,08, 1,02, 


Auch hiernach ist V unabhängig von der Feldstärke. Ein Ein- 
fluß der Periodenzahl ist, obwohl gering, doch deutlich erkenn- 
bar, (V — 1) ist etwa doppelt so groß als bei langsamem Wechsel- 
strom. Um diese Zunahme mit der Frequenz mit Sicherheit 
festzustellen, wurden in einem Felde von 7500 Gauss, das 
durch Einschaltung großer Ballastwiderstände in den Erreger- 
stromkreis sich längere Zeit konstant halten ließ, die Vergleiche 
zwischen Hochfrequenz- mit Gleichstrom, Niederfrequenz- mit 
Gleichstrom, Hoch- mit Niederfrequenzstrom unter gleichen 


Umständen vorgenommen. Es ergab sich für TOTEN 


Gleichstrom gegen Hochfrequenz . V = 1,03, 

»  Niederfrequenz. V = 1,01, 
Niederfrequenz gegen Hochfrequenz = 10, 
also apr 
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Ferner wurde mit Hilfe dieser Platte untersucht, ob V 
von der Stärke des Plattenstromes abhinge, letzterer wurde 
dabei im Verhältnis 1:3 variiert; ein Einfluß auf V war dabei 
nieht nachzuweisen. Es ist dadurch gezeigt, daß die Abnahme 

des Halleffekts bei Wechselstrom nicht bedingt ist durch 
: ae der Wechselströme auf die Magnetisierung der Pol- 
‚schuhe und eine dadurch bedingte Änderung der Feldstärke. 


Noch bessere Messungen als mit dieser Platte, deren Hall- 
elektroden ja nicht vollkommen einwandfrei waren und bei 
der immerhin noch kleine Störungen durch Thermokräfte auf- 
zutreten schienen, konnten mit der Wismutplatte II erhalten 
werden. Bei ihr stellten sich die Galvanometerausschläge noch 
merklich rascher ein und blieben dann sehr konstant. 


Die Niederfrequenzmessungen wurden hier nur im Ver- 
gleich gegen Hochfrequenzstrom angestellt. Für das Verhältnis 
Niederfrequenz gegen Hochfrequenz wurde gefunden 


bei = 4510 ‘V=1,012,; bei G=7500 V= 1,02%. 


Der Hauptwert wurde jedoch auf den Vergleich von Gleich- 
und Hochfrequenzstrom gelegt, wobei die Platte in Luft- und 
In Wasserumgebung untersucht wurde. Die nachstehende 
kleine Tabelle enthält die Mittelwerte aus mehreren Sätzen, 
wobei n = 1070 war. 


Ber Feldstärke . . 2590 4510 7500 9070 
a ve Vin Luft . . 1,046 1,050 1,052 1,054 
Vin Wasser . 1,035 1,088 1,048 


TEE 
= 


Beim Vergleich gegen Platte I fallen hier einige Unterschiede 
auf. Die Verhältniszahlen V sind erstens größer als dort, ferner 
ist eine deutliche Zunahme von V mit wachsender Feldstärke 
zu erkennen. Bemerkenswert ist, daß in Wasser V kleiner 
gefunden wird als in Luft. Faßt man den Halleffekt für hoch- 
frequenten Wechselstrom als vollkommen isotherm auf, so 
muß man aus den Versuchen schließen, daß er bei Gleichstrom 
auch in Wasser noch lange nicht isotherm ist. Allerdings waren 
die Versuche nur in ruhendem Wasser vorgenommen worden. 


Hiermit parallellaufend wurde mit Gleichstrom in üblicher 
Weise der Ettingshauseneffekt in Luft- und Wasserumgebung 
gemessen. AT bedeutet die Temperaturdifferenz der Platten- 
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Feldstärke . . - . . 2590 4510 7500 9070 © 
AT in Luft. . . . . 0,082 0,196° 0,849° 0,424° 
Verhältnis 4 7TL: 4 2,69 2,62 2,60 


Der Ettingshauseneffekt steigt hier mit wachsender Feld- a 
stärke. Zweifellos sind die Werte von P zu klein und der ideale | 

adiabatische Fall ist sicher nicht erreicht. Andererseits sieht 
man aber, daß durch das bloße Eintauchen in Wasser der 
isotherme Effekt noch lange nicht hergestellt ist, indem auf 
der Plattenoberfläche noch Temperaturdifferenzen auftreten, 
die rund ein Viertel des Betrags in Luft erreichen. Wie wenig 
aber dadurch die Temperaturdifferenzen im Innern selbst 
dieser dünnen Platte an der Ausbildung gehindert werden, er 
dafür scheint die geringe Abnahme der V-Werte in Wasser SEN 
gegenüber den Luftwerten ein deutlicher Beweis zu sein. oe, 


berechnen, wenn man (9 +@-+Ao) bestimmt hat. Durch diese 
Hilfsmessung ist die Brückenmethode für diesen Zweck um- 
ständlicher als die übliche, bei der die Spannungsdifferenz der _ 
beiden Elektroden gemessen wird. Immerhin erschien ein Ver- 
gleich der nach beiden Methoden erhaltenen Werte interessant; 
ich habe deshalb an Platte II den Hallkoeffizienten mit Gleich- 
strom nach der meistens benützten Ausschlagsmethode ge- 
messen. In der folgenden Tabelle ist der so gefundene Koeffi- 
zient mit B’ beneichmet, der nach der Brückenmethode und zwar 
mit Wechselstrom erhaltene mit B”, 
Feldstärke 2590 4510 7500 9070 10100 
ont eit. 1,83 1,46 1,30 
P:B. 042 0,61 080 0,91 


Beide Methoden führen also auf die gleichen Werte von B, se 
die Brauchbarkeit zu absoluten Messungen ist somit erwiesen. _ ER 
Bei genauerer Betrachtung erscheint es nun auffallend, daß 2 R 
nicht B’ durchgehend größer als B’ gefunden ist, da B’ doch 
dem adiabatischen, B’’ dem isothermen Zustand entspricht. 
Dieser Umstand entspringt aber in erster Linie der Unsicherheit, 
mit der, wie schon mehrfach erwähnt, erhalten wird, wenn 
man es nur aus der Stärke des Feldstroms entnimmt. Dafür 
spricht auch, daß diese Abweichungen gerade bei den schwächeren h 
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Feldern auftreten. Ferner war die Messung von B’ zeitlich 
viel später erfolgt, die Platte war inzwischen aus dem Feld- 
raum herausgenommen worden; so daß auch die Orientierung 
nicht mehr die gleiche war. Ein Widerspruch gegen das wesent- 
liche Ergebnis, daß unter gleichen Umständen gemessen 
B,>B, gefunden wird, kann aus den obigen Zahlen nicht 
gefolgert werden. Eine später angestellte Untersuchung mit 
der Ausschlagsmethode, bei der diese Platte in Luft- und 
Wasserumgebung verwendet wurde und wobei die Unsicherheit 
der Feldstärkenbestimmung dadurch teilweise beseitigt wurde, 
daß der Magnet nach jedem Versuch mit langsamem Wechsel- 
strom entmagnetisiert wurde, lieferte das Resultat, daß B in 
Wasser stets kleiner als in Luft gefunden wurde. Die so ge- 
messenen Unterschiede waren jedoch gering und schwankend; 
sie betrugen im Mittel weniger als 1 Proz., in Übereinstimmung 
mit den Gleichstrom-Wechselstrom-Versuchen, aus denen hervor- 
geht, daß eine ruhende Wasserumgebung nur eine sehr schlechte 
Annäherung an den isothermen Fall darstellt. 

In der vorstehenden Tabelle sind auch die Quotienten 
105P/B enthalten; ihr Anwachsen mit der Feldstärke ver- 
langt, daß der Unterschied zwischen adiabatischem und iso- 
thermem Halleffekt mit steigendem $ zunimmt, eine Folgerung, 
die durch das Verhalten des Quotienten V bei dieser Platte 
bestätigt wird. 

Auffallend sind die niedrigen Werte von B bei dieser 
Platte. Da die Absolutwerte von B bei der aus dem gleichen 
Material hergestellten Wismutplatte I bedeutend höher ge- 
funden wurden, —7,92 bei 4510 und —6,06 bei 10100 Gauss, 
so ist ein Einfluß von Verunreinigungen unwahrscheinlich. Es 
ist vielmehr zu vermuten, daß in dieser Platte die Hauptachsen 
der meisten Kristalle verschiedene Orientierungen besaßen, wo- 
für auch der Umstand spricht, daß die Halleffektsmessung an 
der einen Elektrode einen fast dreimal so großen Effekt als an 
der anderen ergab. Dabei wurde (V —1) an der Elektrode mit 
kleinerem Effekt etwa doppelt so groß als an der anderen ge- 
messen. Bei Platte I war dies nicht der Fall, beide Elektroden 
erwiesen sich für die Effekts- und V-Messung als gleichwertig, 

In der Einleitung wurde erwähnt, daß eine Fälschung des 
adiabatischen Halleffekts durch Peltiereffekt eintreten kann 


und zwar bei Wismut in dem Sinne, daß dadurch B, verkleinert 
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erscheint. Bei meinen Versuchen waren Störungen dieser Art — 
durch die großen wärmeableitenden Kupferstreifen jedenfalls 
sehr vermindert. Um jedoch einen Anhalt über diese Wirkung 
zu erhalten, wurde in Platte II das durch Peltiereffekt her- _ 
rührende Temperaturgefälle direkt thermoelektrisch bestimmt, 
bei einer Stromstärke von 1 Ampere betrug es in der Um- 
gebung der Hallelektroden 0,13° pro Längeneinheit. Legt man 
zur Schätzung des dadurch bewirkten Einflusses den Wert des. 
thermomagnetischen Koeffizienten und seine Abhängigkeit von __ 
9 zugrunde, wie sie gewöhnlich bei Wismut gefunden werden, so 
verlangt der adiabatische Hallkoeffizient bei dieser Platte eine 
Korrektion von +0,38 Proz. in einem Felde von 3000 Gauss, 
die bis 10000 Gauss auf rund 1 Proz. steigt. Es würden also © 
bei Berücksichtigung dieser Fehlerquelle die gefundenen Werte __ 
von V noch etwas zu vergrößern sein. | 

Es ist nun noch der Einfluß der Frequenz auf die Werte 
von V zu erörtern. Bei beiden Platten war, wie gezeigt wurde, __ 
mit Sicherheit nachzuweisen, daß V sich bei der höheren Perioden- _ 
zahl größer ergab. Indessen ist die Zunahme gering und es war 
mit den vorhandenen Mitteln nicht möglich, ausgedehntere _ 
Messungen über die Abhängigkeit anzustellen. Für eine mittlere = 
Periodenzahl von 500 war überdies nichts besonderes zu er- 
warten und für höhere Frequenzen, die sich mit einer Poulson- _ 
lampe hätten herstellen lassen, fehlte es an einem geeigneten 
Nullinstrument. Die Zunahme von V bei der höheren Perioden- — 
zahl ist nach der hier vertretenen Auffassung selbstverständlich, 
da in den längeren Intervallen der Stromumkehr die galvano- 
magnetischen Temperaturdifferenzen sich noch teilweise aus- 
bilden können. Ansätze dazu müssen sich natürlich auch bi _ 
den höchsten Frequenzen finden, und in diesem Sinne könnte 
man überhaupt nicht von einem isothermen Effekt sprechen. 
Praktisch muß man aber den isothermen Fall dann als realisiert 
ansehen, wenn die während einer halben Periode zustande- — 
kommende Temperaturdifferenz der Plattenränder neben der 
einem konstanten Strom gleicher effektiver Stärke zukommen- _ 
den vernachlässigt werden kann. Es ist sehr wahrscheinlich, 
daß dieser Fall bei Periodenzahlen von 1000 erreicht ist und 
daß daher eine merkliche Zunahme von V bei Steigerung der 
Frequenz nicht zu erwarten ist. Für Wechselströme über 
1300 Perioden wurde das Telephon für genauere Messungen zu 
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$ 10. Versuche mit Antimon. Der Halleffekt bei diesem 
Material ist bedeutend kleiner als bei Wismut. Es war zwar 
nieht schwierig, den Effekt in der Brückenmethode auch mit 
Wechselstrom zu messen; der Koeffizient ergab sich dabei zu 
+0,22, in guter Übereinstimmung mit den gewöhnlich ange- 
gebenen Werten. Indessen ist dieser Wert für eine nur einiger- 
maßen sichere Bestimmung von V = (W’ — (W’ —W")w 
schon sehr klein, zumal die Sprödigkeit des Materials die Her- 
stellung sehr dünner Platten ausschließt. Auch bei Antimon 
wirkt der Peltiereffekt in dem Sinne, den adiabatischen Koeffi- 
zienten zu verkleinern und zwar angenähert im gleichen Betrage 
wie bei Wismut. Außer der Platte, deren Dimensionen auf 
p- 67 mitgeteilt sind, wurden noch zwei andere untersucht, 
ohne daß diese Messungen ein sicheres Ergebnis geliefert hätten. 
Nur bei der aufgeführten Platte gelang es, einigermaßen ein- 
deutige Resultate zu erhalten. Aus einem Beobachtungssatz, 
der sich aus 40 Einzelvergleichungen zusammensetzte, dürfte 
mit ziemlich großer Wahrscheinlichkeit hervorgehen, daß V 
größer als 1, der adiabatische Effekt den isothermen somit 
übertrifft; also anders als es sich aus Gl. 2 berechnen 
würde. 


Versuche mit der Wismut-Zinn-Legierung. Auch bei diesem 
Material sind die Hallkoeffizienten im allgemeinen klein, und 
es ist nach dem bisher Gesagten ausgeschlossen, Gleichstrom- 
Wechselstrom-Vergleiche gerade bei den am meisten inter- 
essierenden Feldstärken in der Nähe der Vorzeichenumkehr 
anzustellen. Bei dieser Legierung waren aber so große Unter- 
schiede zwischen adiabatischem und isothermem Effekt zu er- 
warten, daß schon die gewöhnliche Methode bei nur angenäherteı 
Realisierung der beiden Fälle große Verschiedenheiten für die 
Koeffizienten ergeben mußte. Mit Wechselstrom in der Brücken- 
methode wurden daher nur einige Differenzen (W’—W”) in 
der Nachbarschaft der Umkehrfeldstärke so gut wie möglich 
bestimmt und daraus die Umkehrfeldstärke graphisch zu 3300 
Gauss ermittelt. Dagegen wurden sorgfältige Messungen von 
B in Luft- und Wasserumgebung nach der üblichen Methode 
angestellt mit jedesmaliger Entmagnetisierung des Magneten 
nach einem Versuch. Auch der Ettingshauseneffekt wurde 
gemessen. Die bei 1 Ampere Plattenstrom erhaltenen Resultate 


sind nachfolgend 
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2590 3450 4510 

Bin Wasser — 0,087 +0,007 0,146 0,198 0,255 0,291 0,312 0,334 0,344 

B in Luft . —0,187 — 0,125 — 0,021 +0,049 0,098 0,137 0,166 0,171 0,192 

10°-P... 101 1,06 0,80 0,63 0,51 0,43 0,38 0,37 0,33 

5p. ; 

Wat} 116 148 54 832 20 15 12 11 09 
Fiir den Versuch in Wasser, den mehr isothermen, ermittelt 

sich die Umkehrfeldstärke graphisch zu 3450 Gauss, für den 


mehr adiabatischen in Luft zu 4750 Gauss; die erstere liegt 


der mit Wechselstrom gefundenen ziemlich nahe. Es ist viel- 
leicht nieht unwichtig, darauf hinzuweisen, daß bei Wechsel- 
strom überhaupt eine Umkehr auftritt, da v. Ettingshausen 
und Nernst?) 
magnetischen Effekt zurückgeführt haben, der auf ein longi- 
tudinales galvanomagnetisches Temperaturgefälle ausgeübt wird. 
Tatsächlich besteht ein solches Temperaturgefälle und zwar bei 
dieser Platte, wie ich mich überzeugte, war es dem Potential- 
gefälle des Primärstroms entgegengerichtet. Bei diesen Legie- 
rungen hat nun der transversale thermomagnetische Effekt 
dieselbe Richtung wie bei Wismut, es muß daher eine trans- 
versale Potentialdifferenz entstehen, die einen negativen Hall- 
effekt verstärken, einen positiven schwächen würde; dies 
stimmt mit der Tatsache überein, daß in Luft, wo die adia- 


batischen Temperaturdifferenzen besser zur Ausbildung gelangen, 


die Umkehr des Halleffekts erst bei höheren Feldstärken ein- 
tritt als in Wasser. Wenn also diese Erklärung sicher einen Teil 
der Erscheinung trifft, so macht es der Wechselstromversuch 
doch unwahrscheinlich, daß die thermomagnetische Störung 
bzw. im letzten Grunde der adiabatische Zustand die alleinige 
Ursache des Zeichenwechsels ist. 


Auch der Peltiereffekt 2) an den Primärelektroden wirkt in — 
dem Sinne, durch das hervorgebrachte Temperaturgefälle und | 


den auf es ausgeübten thermomagnetischen Effekt den negativen 
Hallkoeffizienten zu verstärken. 


5550 6470 7470 8360 9065 10100 _ 


die Umkehrerscheinung auf einen thermo- 


Indessen konnte hierdurch, _ 


wie ich mich überzeugte, bei 1 Ampere Plattenstrom nur eine 


Verschiebung der Umkehrfeldstärke von etwa 300 Gauss statt 


finden. Es ist aber zweifellos, daß man bei Messung des Hall- — 


1) l.c. p. 482. 


2) Die Thermokraft der Legierung gegen Kupfer ist bei Zimmer- _ 


temperatur der des. Wismuts entgegengesetzt. 
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effekts bei derartigen Legierungen auf alle diese Erscheinungen 
sehr zu achten hat. Sie können bewirken, daß Größe und 
Umkehr des Halleffekts von der Stärke des Plattenstroms in 
hohem Maße abhängen, ein Effekt, der sich leicht in Luft und 
bei starken Plattenströmen auch deutlich in Wasserumgebung 
nachweisen läßt. So habe ich bei einer anderen Platte derselben 
Legierung in Wasser durch Steigerung des Stromes von 2 auf 
4 Ampere die Umkehrfeldstärke um 25 Proz. erhöhen können, 
während in Luft bei Stromstärken über 8 Ampere der Vor- 
zeichenwechsel auch in Feldern über 10000 Gauss nicht mehr 
zu erhalten war. 


Für die auch beim Wechselstromversuch, d.h. im isothermen 
Fall noch vorhandene Zeichenumkehr des Halleffekts ist eine 
befriedigende Erklärung jedenfalls nicht leicht zu geben. Es 
scheint auch hier die Beattiesche Vorzeichenregel eine Rolle 
zu spielen, denn diese Legierungen besitzen auch in thermo- 
elektrischer Hinsicht ein merkwürdiges Verhalten. An .einem 
Stab von 37 cm Länge und 0,35 cm Durchmesser dieser Legie- 
rung habe ich die Thermokraft gegen Kupfer zwischen 0 und 
70° Celsius nach kleinen Intervallen fortschreitend bestimmt; 
ihr Verhalten ist aus der nachstehenden Tabelle zu ersehen. 


0 0 ° 0 
meren Lötstelle 10 15 20 25 30 35 
EMK. in Mikrovolt 65,7 112,0 153,3 187,8 212,5 230,7 238,6 


dE/dT in Mikrovolt 
pro Grad 12,2 8,5 1,7 6,1 4,9 2,4 —1,6 


pessoa)? 40° 45° 50° 55° 60° 65° 10 
EMK. in Mikrovolt 221,4 208,1 166,3 115,2 42,2 -19,5 —81,1 


dE/dT in Mikrovolt| _s7 _g1 — 
pro Grad 3,2 —5,7 -81 —12,2 —12,6 —13,0 —13,4 


Temperatur der wär- 50 


Die elektromotorische Kraft erreicht zwischen 0 und 70° ihr 
Maximum bei 33,20 mit 235,2 Mikrovolt und wechselt‘ bei 
63,50 ihre Richtung. 

Nach Versuchen von Spadavecchia!) über die Ab- 
hängigkeit der Thermokraft bei Wismut-Zinn-Legierungen von 
dem Zinngehalte geht hervor, daß ein Zeichenwechsel gegenüber 
Wismut-Kupfer bei Zimmertemperatur erfolgt bei einem Zinr- 


1) G. Spadavecchia, Nuov, Cim. 9. p. 432.189. 
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1) J. Mahlmann, Diss. Kiel 1915. p. 42. 
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gehalt, der zwischen 0,23 und 2 Proz. liegt, also der hier ver- 
wendeten Legierung sehr nahe liegt. Ferner hat Mahlmann!) 
für den Halleffekt an derartigen Legierungen gezeigt, daß die 
Umkehr des Vorzeichens im Felde durch Temperaturänderung 
sehr zu beeinflussen ist, daß hierfür aber die kristallinische 
Struktur der Platte eine wichtige Rolle spielt. So wechselte 
der Halleffekt bei einer Platte der gleichen Zusammensetzung, 
wie ich sie verwandte, die nach dem Zusammenschmelzen 
schnell gekühlt war, innerhalb eines gewissen Feldstärken- 
bereichs sein Vorzeichen bei etwa 50°, während dies bei einer 
Platte aus langsam gekühlten Material schon bei 22° geschah. 

Die vorstehend genannten Tatsachen weisen erneut auf 
den schon oft ausgesprochenen Zusammenhang zwischen thermo- 
elektrischen Erscheinungen und Halleffekt hin, für dessen Er- 
forschung ein ausführliches Studium dieser Legierungen von 
Nutzen sein dürfte. Für den Zweck der vorliegenden Arbeit 
aber muß es genügen, darauf hinzuweisen, daß dieser Vor- 
zeichenwechsel reell ist, d. h. nicht durch thermömagnetische 
Effekte, die nur dem adiabatischen Zustande zukommen, vor- 
getäuseht wird, wenngleich dieselben für sein Verhalten eine 
große Rolle spielen und bei diesbezüglichen Untersuchungen 
eine sorgfältige Beachtung verlangen. 

$ 11. Zusammenfassend lassen sich die Resultate der vor- 
liegenden Arbeit etwa folgendermaßen ausdrücken: 

Es wurde eine Methode angegeben, die es ermöglicht, in 
einer Brückenanordnung den Halleffekt bei Wechselstrom mit 
dem bei konstantem Plattenstrom zu vergleichen; bei genügend 
großem Effekt, wie er mit Wismutplatten leicht zu erhalten ist, 
kann dies auf etwa 1 Promille genau geschehen. Die Methode 
ergibt auch die richtigen Absolutwerte des Hallkoeffizienten, 
erfordert aber dazu mehrere Widerstandsmessungen, die sie im 
Vergleich zum üblichen Verfahren umständlicher machen. 

Auf die beschriebene Weise wurden zwei Wismutplatten 
mit Gleich- bzw. Wechselstrom von 33 und 1100 Perioden auf 
Halleffekt untersucht. Der Effekt ergab sich für Wechselstrom 
kleiner als für konstanten Strom; die Differenz nahm mit 
höherer Frequenz zu, sie betrug aber bei 1100 Perioden nur etwa 
das Doppelte des Wertes bei 33 Perioden. Die größten beob- 
achteten Unterschiede zwischen Gleich- und Wechselstrom- 
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. effekt waren etwa 5 Proz. des Gesamteffekts. Durch Umgeben der 
Platte mit Wasser wurde die Differenz ein wenig verkleinert. 

Eine Trägheit des Halleffekts ist bei diesen Periodenzahlen 
nicht wahrscheinlich, was auch aus Versuchen anderer Beob- 
achter hervorgeht. Eine Erklärung dieser Gleichstrom-Wechsel- 
strom-Differenz ergibt sich, wenn man beachtet, daß die mit 
dem Gleichstrom-Halleffekt verbundenen galvanomagnetischen 
Temperatureffekte bei Wechselstromverwendung nicht zur 
Ausbildung gelangen. Dann würde der erstere dem adiabatischen, 
der andere dem isothermen Halleffekt im Sinne der Gansschen 
Theorie entsprechen. Die Richtigkeit dieser Auffassung wurde 
unter anderem auch durch Messungen des Ettingshauseneffekts 
wahrscheinlich gemacht. 

Bei Antimon war die Gleichstrom-Wechselstrom-Differenz 
wegen der Kleinheit des Halleffekts nur unsicher nachzuweisen, 
sie scheint im gleichen Sinne aufzutreten wie bei Wismut. 

Nach Versuchen von v. Ettingshausen und Nernst 
geht bei Wismut-Zinn-Legierungen von geringem Zinngehalt 
der Hallkoeffizient bei gewissen Feldstärken durch Null hin- 
durch und wechselt sein Zeichen, während die galvanomag- 
netische Temperaturdifferenz dabei in endlicher Größe bestehen 
bleibt. Dies legt den Schluß nahe, daß hier starke Unterschiede 
des adiabatischen und isothermen Halleffekts auftreten müssen, 
eine Folgerung, die durch Messungen mit der gewöhnlichen 
Methode an einer Platte mit 1,5 Proz. Zinngehalt bestätigt 
wird; der angenähert isotherme Fall wurde dabei durch eine 
Wasserumgebung hergestellt, da die Effekte für genaue 
Messungen mit der Wechselstrommethode zu .klein waren. 
Indessen ließ auch diese einen Zeichenwechsel des Halleffekts 
erkennen, so daß dieser nicht, wie man vermuten könnte, 
nur eine Folge des adiabatischen Zustandes ist. Zweifellos 
aber wird die Größe des Halleffekts und die Umkehrfeldstärke in 
hohem Maße von den äußeren Versuchsbedingungen beeinflußt. 

Die Frage, ob der theoretischen Unterscheidung von adia- 
batischem und isothermem Halleffekt auch eine experimentell 
zu beachtende Bedeutung zukommt, dürfte nach den Ergeb- 
nissen der vorstehenden Arbeit im bejahenden Sinne zu be- 
antworten sein. 
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3. Anwendung der 
auf die Theorie der Elektrolyse; as 

doe von Kurt Schellenberg. 


Inhaltsübersicht: Einleitung. Das Ziel der Arbeit. $1. Die 
Integralgleichung der Elektrolyse. 1. Berechnung von a, und b,. 2. Be- 
rechnung von a, und b,. — $2. Einige Bemerkungen zur Ableitung 
der Integralgleichung der Elektrolyse. 1. Die Konstante M desCoulomb- 
schen Gesetzes. 2. Die untere Grenze für den Ablenkungswinkel ®,. 
3. Die ruhenden positiven Ionen. 4. Die festen Moleküle in den Hyperbel- 
röhren. — $ 3. Auflösung der Integralgleichung und Berechnung der Leit- 
fähigkeit. 1. Die erste Näherung für die Funktion F. 2. Die zweite 
Näherung für die Funktion F. 3. Die dritte Näherung für die Funktion F. 
— $4. Die Theorie der Elektrolyse von W. Nernst. Schluß. Ver- 
gleich der Theorie mit der Beobachtung. 


Das Ziel dee mathematischen in Physik 
es, aus einigen wenigen physikalischen Voraussetzungen durch 
ein in sich geschlossenes streng mathematisches System die 
durch das Experiment bekannten Tatsachen abzuleiten. Um 
dieses Ziel zu erreichen, verfährt die mathematische Physik 
in der Weise, daß sie sich zunächst ein möglichst einfaches 
Bild von den physikalischen Vorgängen zu machen versucht, 
d. h. sich eine Hypothese bildet, die als Grundlage für die 
folgende Berechnung dienen soll. Die auf dieser Hypothese 
sich aufbauende mathematische Theorie wird in den meisten 
Fällen erst dann möglich sein, wenn zu den empirischen sog. 
physikalischen Annahmen, die in der zugrunde liegenden 
Hypothese ihren Ausdruck finden, noch andere das Problem 
vereinfachende Annahmen mehr mathematischer Art hinzu- 
kommen, von denen allerdings nachgewiesen werden muß, 
daß sie erlaubt sind, d. h. daß sie weder mit der physikalischen 
Hypothese noch mit den durch die Erfahrung bekannten Tat- 
sachen im Widerspruche stehen. Stimmen die in dieser Weise 
durch ein mathematisches Verfahren erhaltenen Formeln mit 

Annalen der Physik. IV. Folge. 47. 6 
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den durch das Experiment gewonnenen Formeln überein, so 

darf man annehmen, daß die in den der Theorie vorangestellten 

hypothetischen Voraussetzungen ausgesprochene Vorstellung, 

die man sich von dem physikalischen Vorgange gemacht hatte, 
N eine berechtigte war. 

pl. Ft Die Theorien der mathematischen Physik erheben also 

eo  keineswege den Anspruch, eine absolut richtige Erklärung für 

die physikalischen Erscheinungen zu geben. Ihr Zweck ist 

es vielmehr, die physikalischen Vorgänge zu verstehen, d. h. 

zu erkennen, ob die einfachsten Bilder von den physikalischen 


Beobachtungen gerecht zu werden, oder wie sie zu modifizieren 
sind, damit sie hierzu in den Stand gesetzt sein werden. 
Lange Zeit hindurch waren nun, da es der Mathematik 
noch an den nötigen Hilfsmitteln fehlte, viele physikalische 
Gebiete einer streng mathematischen Behandlung unzugäng- 
lich gewesen. Diesem Mangel scheint in letzter Zeit durch 
die Theorie der Integralgleichungen abgeholfen zu sein, mit 
deren Hilfe es Hilbert gelang, der kinetischen Gastheorie 
eine streng mathematische Begründung zu geben. Die exakten 
Methoden dieser Theorie bilden daher auch das Vorbild für 
sehr viele der in jüngster Zeit auf diesem Gebiete entstandenen 
-physikalischen Theorien. 
8 So soll es auch die Aufgabe der vorliegenden Arbeit sein, 
a ¢ zu untersuchen, ob mit Hilfe der Integralgleichungsthe orie aus 
eal einfachsten Vorstellungen von den in einem Elektrolyten 
sieh abspielenden Vorgängen sich mit der Beobachtung überein- 
stimmende Formeln gewinnen lassen. In Anlehnung an die 
orentzsche Elektronentheorie hat es P. Hertz versucht, 
ay _ derselben Aufgabe gerecht zu werden, und fand hierbei zum 
Teil recht befriedigende Resultate über die Abhängigkeit des 
Leitvermögens binärer Elektrolyte von der Konzentration.!) 
Die von ihm gemachten physikalischen Voraussetzungen sollen 
fee _ daher auch dieser Arbeit zum Ausgangspunkt dienen, ebenso 
x = wie die seiner Bereehnung zugrunde liegende Methode bei 
pute oe 2 der Aufstellung der Integralgleichung der Elektrolyse benutzt 
werden wird. | 
= Wie Hertz beschränken wir uns nämlich auf die Unter- 


x suchung binärer normaler Elektrolyte, die, wie z. B. HCl, 


= '1) P. Hertz, Ann. d. Phys. 87. p. 1. 1912. 
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nur zwei Ionenarten, eine positive und eine negative, aufweisen 
und außerdem starker Dissoziation fähig sind. Ferner nehmen 
auch wir an, daß der elektrolytische Vorgang durch die Wan- 
derung der Ionen hervorgerufen werde, die einander gegen- 
seitig nach dem Coulombschen Gesetze beeinflussen und 
außerdem auch noch mit den festen Lösungsmittelmolekülen 
zusammenstoßen. Auf Grund dieser einfachen Annahmen 
sollen alle an binären Elektrolyten gemachten Beobachtungen 
durch die Berechnung des statistischen Spiels der Ionen in 
streng mathematischer Weise deduziert werden. Alle übrigen 
sich als notwendig ergebenden Annahmen sind durch die Be- 
dürfnisse der mathematischen Theorie bedingt und werden 
sich im Falle der Stationärität, für den daher allein unsere 
Theorie Geltung haben wird, als erlaubt erweisen. Was schließ- 
lich noch den Dissoziationsgrad betrifft, so werden wir ihn, 
wie das dem betrachteten stationären Zustande entspricht, 
allerdings als zeitlich unveränderlich, wohl aber als mit dem 
Orte veränderlich ansehen. Hierin besteht ein Unterschied 
unserer Theorie gegenüber der von Hertz gegebenen, der sich 
gezwungen sah, einen unveränderlichen Dissoziationsgrad an- 
zunehmen. 


§ 1. Die Integralgleichung der Elektrolyse. 


Wir denken uns also einen binären normalen Elektro- 
lyten. Die elektrolytische Dissoziation möge so weit fort- 
geschritten sein, daß sich in der Volumeneinheit 2 N positive 
und negative freie Ionen befinden und N* noch unzerlegte 
Moleküle, die Lösungsmittelmoleküle, die wir als elektrische 
Dipole betrachten wollen. Die freien Ionen und die festen 
Moleküle sollen für die Rechnung als elastische Kugeln an- 
genommen werden; ihre Durchmesser seien o und o*. 

Wir schließen den elektrischen Strom, d. h. wir setzen 
den Elektrolyten einem elektromagnetischen Kraftfelde aus. 
Dieses wirkt ausschließlich auf die Ionen, und zwar in der 
Weise, daß die positiven Ionen von der Anode zur Kathode 
und die negativen Ionen in der entgegengesetzten Richtung 
wandern, während auf die elektrisch neutralen festen Mole- 
küle keine Wirkung ausgeübt wird. Hierbei werden die Ionen 
und Moleküle einander in zweierlei Weise beeinflussen: 1. Die 
positiven und negativen Ionen werden einander nach dem 


“Fy 
Br; 
| 
also 
. 
y 
» 
. 
a 
6* 
‘ag 


84 K. Schellenberg. 


Coulombschen Gesetze anziehen oder abstoBen. 2. Die freien 
Ionen werden an die festen Moleküle stoßen und von diesen 
nach den Gesetzen des elastischen Stoßes reflektiert werden. 
Diese Wanderung der freien 
F; Ionen repräsentiert uns das, was wir 
2 © © © <O den elektrischen Strom eines Elek- 
+ trolyten nennen. In einer Theorie 
‘feo © © der elektrischen Leitung in einem 
7 Fig. 1. Elektrolyten wird es daher vor allem 
% auf die Beschreibung der Bewe- 
gung der freien Ionen ankommen. Hierbei beschränken wir 
uns allein auf die negativen Ionen. Diese Einschränkung wird 
um so mehr erlaubt sein, als die Bewegung der positiven Ionen 
in genau derselben Weise dargestellt werden kann wie die- 
jenige der negativen. Ferner gelte unsere Betrachtung, wi 
schon erwähnt, nur für den stationären Zustand, d.h. alle 
in dem Elektrolyten stattfindenden Veränderungen müssen 
unabhängig von der Zeit vor sich gehen. 
Um einen Überbliek über die Bewegung der negativen 
‚Ionen zu gewinnen, handelt es sich besonders um die Kenntnis 
der sog. Maxwellschen Fundamentalfunktion: 


F (x,y, 2; ¢) 
0 (a, y, 2 sind die Koordinaten; £, 7, ¢ die Komponenten der 


Geschwindigkeit eines negativen Ions). 
die folgende: Es sei das Raumelement: 


Ihre Bedeutung ist 


dz dy dz=do it 
d&Edyndf=do. 


Dann soll die Anzahl negativer Ionen, deren Raumkoordinaten 
zwischen 


zund z+dxz 


ai, wim bag: yund y+dy 4 


und deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen 
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liegen, d. h. die Anzahl negativer Ionen in dem sechsdimen- 
sionalen Parallelepiped do - dw, gegeben sein durch 


F (a, y,2; &,n,ö)do-dw, 
so daB z. B. die Anzahl negativer Ionen in der Volumen- 
einheit gegeben ist durch 


N=[F(a,y,:; 
das Integral genommen über alle möglichen Geschwindig- 
keiten &,n,&. Die so charakterisierte Funktion F wird einer 
Bedingungsgleichung genügen müssen, die wir nach der von 
Maxwell und Boltzmann gegebenen Methode dadurch 
finden, daß wir fragen: In welcher Weise ändert sich die An- 
zahl der in einem sechsdimensionalen Parallelepiped do+ do 
gelegenen negativen Ionen während des Zeitelementes’ dt? 

Es sei a,*do'dw+-dt die Anzahl negativer Ionen, die 
infolge der Coulombschen Anziehung oder Abstoßung durch 
andere Ionen während der Zeit dt aus do dw herausfliegen, 
a:do-dw- dt diejenige Anzahl negativer Ionen, die wäh- 
rend der Zeit dt durch Zusammenstoß mit den festen Molekülen 
aus do-dw herausfliegen. Andererseits seien b,:do-dw-dt 
und b,-do-dw-dt die Anzahlen negativer Ionen, die in- 
folge Coulombscher Anziehung oder AbstoBung und infolge 
von Zusammenstößen mit den Molekülen während der Zeit dt 
aus anderen Parallelepipeden nach do-dw hineinfliegen. 
Dann ist die Anzahl negativer Ionen, die sich nach Verlauf 
der Zeit dt in do: dw befinden: 


b, do dw dt + b,dodwdt — a, do dw dt — a, do dw dt h 


+ F (a, y,2; &,, 0) dodo. 

Diese Anzahl ist aber nach der Definition der Funktion F 

auch gegeben durch: 1 

€¢+Zdt)dodo, 

wobei X, Y, Z die Komponenten der den negativen Ionen 

durch das äußere elektromagnetische Feld erteilten rg 
nigungen sind. Mithin gilt die Gleichung: 

b, do dw dt + b, do dw dt — a, do dw dt — a,do dw dt 

+ F(a, y, 2; &,7, 0) dodw = sal; 

F(z+&dt, yt+ndt,2+Cdt; 

Xdt,n + Ydt,64Zdt) dodo, 
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ora 


die wir, da bekanntlich 


F(a+édt, y+ a + Cdt; Xdt, + Yat, Zdt)— F(x, y,%38,n,0) 
dt 


ist, auch so schreiben können: 
b, —a,—4, 
(1) aF 


Um aus dieser Gleichung die Bedingungsgleichung fiir die 
Funktion F zu finden, miissen wir sehen, wie sich die Aus- 
drücke a,, a3, b,, b, durch F ausdrücken lassen. 

1. Berechnung von a, und b,. Wir beginnen mit der Be- 
rechnung von a, *do-dw dt, d. h. wir zählen ab, wie viele 
der in dem Parallelepiped do: dw befindlichen negativen 
Ionen: F-do + dw infolge der Coulombschen Anziehung oder 
Abstoßung durch andere Ionen während der Zeit dt aus do-do 
heraustreten.!) Wir führen die Rechnung zunächst für die- 
jenigen negativen Ionen durch, die von positiven Ionen nach 
dem Coulombschen Gesetze angezogen werden. Zu diesem 
Zwecke müssen wir einige die Rechnung vereinfachende An- 
ame machen, deren Berechtigung im folgenden Para- 

_graphen dargetan werden soll: Wir denken uns die positiven 
Ionen fest, die negativen beweglich. Von der Anwesenheit 
fester Moleküle sehen wir für die Dauer dieser Berechnung 
ab, oder stellen uns vor, daß sich die negativen Ionen un- 
gehindert durch die Moleküle hindurchbewegen können. 

5 Wir untersuchen zunächst die Wirkung, die ein festes 
positives Ion auf ein es umfliegendes negatives Ion ausübt. 
. Nach dem Coulombschen Gesetze erfährt das negative von 


dem positiven die Beschleunigung: 


a o der Abstand der beiden Ionen und M eine Konstante 
un ist, über deren Bedeutung der folgende Paragraph nähere 

Auskunft geben wird. Die hierdurch veranlaßte Bewegung 
des negativen Ions um das positive findet in einer Ebene 
Wir können daher den Ort des festen positiven Ions 


1) Bei dieser Berechnung folge ich P. Hertz, a. a. O. p. 3f. §§ 2 u. 3. 
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zum Mittelpunkte eines ebenen Koordinatensystems machen, 
in dem x und 4 die Cartesischen, o und y die Polarkoordinaten a Pog 
des negativen Ions sind: „ehr 


r=o'sny; Y=ocosy. bh 


Dann gilt für die Beschleunigung des angezogenen Ions:1) _ pay 
er M M .. 


Hieraus folgt, wenn wir zuerst mit 9 bzw. r und dann mit 
dr/dt bzw. dy/dt multiplizieren, addieren und integrieren, 
unmittelbar: 


dy dy ody 


1 { (dx dy M _ 1 {(de 2 (ay e 
wo c irgendeine beliebige Integrationskonstante und r die 
Anfangsgeschwindigkeit, d. h. diejenige Geschwindigkei , die 


das negative Ion in hinreichend großer Entfernung vom an- | 
ziehenden Zentrum besitzt, bedeutet. Aus diesen beiden Gei- 


chungen leiten wir leicht die folgende Differentialgleichung = __ 
ino und y ab: a 
Diese Differentialgleichung integrieren wir, indem wir sie in 2) ae 


1) Die folgende Rechnung findet sich auch bei G. Jaeger, Theo- 
retische Physik I (Göschen), p. 30. 
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Diese Gleichung hat die allgemeine Lösung: are i 

= arccos— + C, 

somit lautet die Gleichung fiir die Bahn des angezogenen 


Nun ist die Polargleichung einer Hyperbel, deren om Halb- 
achse a und deren numerische Exzentrizität e ist, gegeben 


durch: di fer 


we ieee. Die von uns gesuchte Bahnkurve ist also eine Hyperbel, in 
Pays deren Brennpunkt sich das anziehende Zentrum, d.h. in 


unserem Falle das positive Ion befindet, und deren große 
Halbachse und numerische Exzentrizität bestimmt sind durch 
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Mithin ist: tid Ale 
2 


Wir fällen vom Brennpunkte F das Lot p auf die Asymptote; 
dann erkennen wir aus Fig. 2 leicht, daß für p, das in unserem 
Falle die Entfernung des positiven vom negativen Ion zu 
Beginn der Hyperbelbewegung ist, da 


Patt eo cos* (90° — #) > 

ak 


ist, die Formel gilt: 
p = acotg 


oder wegen der Bedeutung von a und #=@/2 (vgl. Fig. 2) 


Die Ablenkung des negativen Ions durch das positive 
geschieht also in der Weise, daß die Geschwindigkeitsrichtung 
des negativen Ions, die anfänglich mit der Asymptote AB 
übereinstimmte, nachher mit der Asymptote CD überein- 
stimmt. Durch diesen Vorgang hat sich, wie sich aus Fig. 2 
und der Gleichung für die Bahnkurve des negativen Ions 
leicht erkennen läßt, der absolute Wert der Geschwindigkeit 
nicht geändert; wohl aber hat ihre Richtung eine Ablenkung 
erfahren, die durch die beiden Winkel © und 9 charakterisiert 
sein soll, für die wir die folgende Bestimmung treffen: Wir 
denken uns das räumliche cartesische Koordinatensystem, 
das den Ort der negativen Ionen bestimmt, dann bedeutet © 
den Winkel, den die beiden Geschwindigkeitsrichtungen vor 
und nach der Ablenkung, d.h. die Asymptoten der Hyperbel, 
miteinander bilden, und g den Winkel, den die Ebene durch 
die ursprüngliche Geschwindigkeitsriehtung und die z-Achse 
mit der Ebene der beiden Geschwindigkeitsrichtungen bildet. 
Mit anderen Worten zeigt sich die Änderung in der Bewegungs- 
richtung des negativen Ions infolge Anziehung durch das 


x 


1 
“a 
4 
27 
j® Ar 
1en 
Se 
2 
7 - 
2 
yen 
A 
woe Er 
Be: 
2 
° 
in 
in 
2 
ji 


are 


90 


positive als eine reine Drehung des Vektors der Geschwindig- 
keit des negativen Ions, wobei der Drehungswinkel durch die 
beiden Winkel © und @ bestimmt ist. 


Es war unsere Aufgabe, die Anzahl negativer Ionen ab- 
zuzählen, die in der Zeit dt durch Anziehung positiver Ionen 
aus dem Parallelepiped do - dw heraustreten. Um dieser 
Aufgabe gerecht zu werden, wollen wir zunächst die speziellere 
Frage beantworten: Wie viele negative Ionen mit der be- 
stimmten Geschwindigkeit r = (€,7, ¢) werden in der Zeit dt 
in dem Volumenelement do Ablenkungen, deren Winkel zwischen 
O und 0 + dO, und @ + dp liegen, erleiden? Zu diesem 
Zwecke legen wir durch den Ort F eines jeden positiven Ions 
senkrecht zu seiner Geschwindigkeitsrichtung eine Ebene A BCD. 
In dieser Ebene sei P ein Punkt, der von F die Entfernung 

8 


habe, und der so gelegen sei, daß die in P auf der Ebene A BCD 
errichtete Senkrechte zusammen mit PF die durch  charak- 
terisierte Ablenkungsebene bildet. Der Ablenkung © + dO, 
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entspreche dann der Punkt Q, der Ablenkung 0, y + dp der 
Punkt S. R sei derjenige Punkt, der der Ablenkung © + d6, 
gy + dp entspricht. Jetzt läßt sich die Anzahl negativer Ionen, 
die in der Zeit dt durch Ablenkungen zwischen © und © + d6, 
g und 9 +dp aus do: dw heraustreten, sehr einfach da- 
durch berechnen, daß wir abzählen, wie viele Ionen mit der 
Geschwindigkeit r während der Zeit dt durch das Recht- 
eck PQRS hindurchtreten, d. h. wie viele Ionen sich in 
einem auf der Ebene ABCD senkrecht stehenden Parallel- 


fi 
3 - — 
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epiped mit der Basis PQ RS und der Höhe r dt befinden. Für 
diese Anzahl L ergibt sich, wenn wir uns an die oben gegebene 


Definition der Funktion F erinnern: A 
L=F-PQRS-r-dt-do. 


Aus der Bedeutung der Punkte P, Q, R, S läßt sich leicht 
erkennen, daB die Beziehungen gelten: 


PQ = dp; PS= 
Obigen Ausdruck für L können wir also auch so schreiben: 
dt, 


woraus sich nach (2) ergibt: 

ins 


In do befinden sich nun nicht nur ein, sondern N - do positive 
Ionen. Es treten also während der Zeit dt infolge der Anziehung 
solcher positiver Ionen, die eine Ablenkung aus der Geschwindig- 
keitsrichtung von der Ablenkungsschwankung dO, dp be- 


wirken: 
-f. -d dg - do-dw:-d t 


negative Ionen aus do-dw heraus. Die gesuchte yen 
a,’:do-dw-dt — ’ bedeutet, daß wir zunächst von der 


gegenseitigen Abstoßung negativer Ionen absehen — finden 


wir mithin, wenn wir über alle in Betracht kommenden Ab- 
lenkungswinkel integrieren: wobed 
do» do- = wi {sb A: 


(3) g cos — 
5 dp-do- do - dt. 


Wir nehmen hierbei an, da Ablenkungswinkel unter ©, nicht 
vorkommen. Uber die Berechtigung dieser Annahme wad der 
nächste Paragraph Auskunft eben. 2s” 
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Es bliebe nun noch die Berechnung von b, - do dw - 
übrig, der Anzahl negativer Ionen, die durch Anziehung oder 
Abstoßung während der Zeit dt nach do - dw hineinfliegen. 
Hierzu gehen wir aus von dem Ausdrucke, den wir oben für 
die Anzahl L fanden: 


7 
L=r-p-F(8,n, dp: du dt, 


Alle diese L Ionen befinden sich zu Beginn des Zeitintervalles dt 
in dem Geschwindigkeitselement dw. Nach Verlauf der Zeit dt 
haben sie Ablenkungen um Winkel zwischen © und © + dO, 
gy und g +d erfahren, und befinden sich infolgedessen in 
einem anderen Geschwindigkeitsgebiete dw*. Der Gesehwindig- 
keitsvektor r hat sich in den Geschwindigkeitsvektor r* ver- 
wandelt. Nun sollte aber die Transformation des Vektors r 
in r* nichts anderes sein als eine reine Drehung (vgl. p. 89 u.),- 
bei der der absolute Wert des Vektors konstant bleibt: 
|r|=|r*|. Eine solche Transformation besitzt stets die 
Eigenschaft, daß der Liouvillesche Satz erfüllt ist: 


dw=dw* oder 


Wir können für L also auch schreiben: 

dw*dt. 
Ersetzen wir in diesem Ausdrucke für L die &, n, & durch 
&*, n*, C*, so gibt mir 

p « F (&*, n*, ¢*) - dq: dp . dw dt 

gerade die Anzahl negativer Ionen in dw*, die in der Zeit dt 
durch Ablenkungen mit der Schwankung d®, dp nach do 
hineinfliegen. Im weiteren verläuft die Berechnung von 
bi’ -do-dw-dt — ’ bedeutet wieder, daß wir die gegen- 
seitige Abstoßung der negativen Ionen zunächst unberück- 
sichtigt lassen — ganz analog derjenigen von a,’ + do dw: dt. 
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di Bei den bis jetzt durchgeführten Berechnungen der An- 
der zahlen a,’ und 6,’ hatten wir immer nur von der Anziehung 
en. der positiven Ionen auf die negativen gesprochen, die gegen- 
fiir seitige AbstoBung der negativen Ionen jedoch unberücksichtigt 
we gelassen. Man sieht aber leicht ein, daß dieselbe Hyperbel, 
i die das negative Ion unter dem Einflusse einer in dem Brenn- 
4 punkte F befindlichen anziehenden Kraft beschrieb, auch dann 
3 dt zustande kommt, wenn in dem anderen Brennpunkte F’ eine 
er abstoßende Kraft wirkt. Da nun nach einem bekannten Satze 
19, der elementaren Geometrie die Brennpunkte F und F’ einer 


in Hyperbel von den Asymptoten dieselben Abstände haben, so 


lig- ist die Rechnung in diesem Falle genau dieselbe wie oben. 
ress Wir erhalten daher fiir die Formeln (8) und (4) unter alleiniger 
sf Berücksichtigung der gegenseitigen AbstoBung der negativen 
u.),: Ionen dieselben Ausdrücke wie hier. Wollen wir also die 
ht: Werte a,-do-dw-dt und b,-do-dw- dt berechnen, die 
die sowohl unter der Einwirkung Coulombscher Anziehung als 


auch Abstoßung zustande kommen, so müssen wir die Formeln 
#5 (8) und (4) noch mit 2 multiplizieren und erhalten, wenn wir 
‘a (3) und (4) zusammenfassen, als schließliches Resultat: 

2a 


a 


[2] 
cos — 
(9) b, { 0) — FE, n, 679 dg. 
ırch 
0 


2. Berechnung von a, und b,. Bei dieser Berechnung 
handelt es sich um die Änderung, die die Anzahl der in do - dw 
befindlichen negativen Ionen in der Zeit dt durch Zusammen- 
stöße mit den festen Molekülen erleidet. Um diese Aufgabe 
zu lösen, zählen wir wieder ab, wie viele Ionen infolge Zu- 
sammenprallens mit festen Molekülen aus do - dw austreten 
(a, do dw dt) und wie viele Ionen in do - dw eintreten 
(b,-do-dw-dt). Wir überlegen zunächst, wie viele der 
F - do - dw negativen Ionen in do - dw mit den N*- do festen 
Molekülen in do während der Zeit dt zusammenstoßen. Um diese 
Rechnung ausführen zu können, denken wir uns um ein jedes 


+ (¢ ist der Durch- 
messer eines Ions, o* derjenige eines Moleküls) eine Kugel 


beschrieben. Dann werden mit einem Moleküle nur dann 
Ionen zusammenstoßen können, wenn ihre Mittelpunkte auf 


der festen Moleküle mit dem Radius 


a 
Er 
oth 
B 
‘or 
do 
ren- 
ick- 
dt. 
dt. 
x 


=: 

» 

‘ 


- 


» Bei der Berechnung von b, 


SER 


5 liegen. Während der Zeit dt 
werden daher mit einem Moleküle nur so viele Zusammen- 
stöße in do - dw stattfinden können, als Ionenmittelpunkte 
in dieser Zeit mit der Geschwindigkeit r auf die Kugel auf- 
fliegen werden. Die Anzahl dieser Ionen läßt sich durch die 
folgende Überlegung berechnen: Auf der Oberfläche der Kugel 


von dem Durchmesser o + o* grenzen wir das Gebiet (4 ) dk 


+ 
dieser Kugel von Radius ~ 


— dk ist das Flächenelement der Einheitskugel — a Dann 
werden dieses Gebiet in der Zeit dt alle die Ionenmittelpunkte 
mit der Geschwindigkeit r treffen, die den auf demselben 
errichteten Zylinder von der Höhe r-cos #-dt — # ist 
der Winkel, den die Geschwindigkeitsrichtung r mit der Achse 
von Ion und Molekül bildet — erfüllen. Diese Anzahl ist nach 
der Definition von F: 


Wir integrieren über die Oberfläche der Kugel un dividieren 
durch 2, da nur der der Geschwindigkeitsrichtung r zugewandte 
Teil der Kugeloberfläche in Betracht kommt: bur (8 


rss (57) dk-dw+-dt. 


So viele Ionen werden in der Zeit dt mit einem festen Moleküle 
zusammenstoßen. Mit N* do Molekülen werden also während dt 


(6) a,-do-dwo-dt=}N* fr- r-cost dk-do-dw-di 


Ionen in do » dw zusammenstoßen. 

-do-dw der Anzahl 
derjenigen Ionen, die durch Zusammenstoß mit den festen 
Molekülen während der Zeit dt nach do- dw hineinfallen, 
gehen wir aus von den Formeln für den elastischen Stoß: 


| E 3 — 21 
9, 7 
q fa —2uV. law ob il 


Hierbei sind &, 7, & die Geschwindigkeitskomponenten, | der 
negativen Ionen nach dem Zusammenstoß mit den festen 


Molekülen und 1, m, n, die Richtungskosinusse der Achse 


von Ion und Molekül, während V die Bedeutung hat: 
(8) V=1E+ | 
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Die Formeln (7) stellen eine lineare homogene Transformation 
dar, die die Invarianten besitzt: 


(9) r2= 7? oder: 0? = £24 
und V2 = V2 oder auch [r[=|7| und 


Ferner ist natürlich auch hier wieder der Liouvillesche 
Satz erfüllt: 


94 


(9a) d&E dy dé oder: dw=do. 


Den Ausdruck für b,-do-dw-dt werden wir jetzt leicht 
dadurch finden, daß wir aus der Anzahl der in do überhaupt 
en Ionen diejenigen mit der Geschwindigkeit 
r= (§, 7, &) herausgreifen, die sich nach dem Zusammen- 
stoBe in r= (é, 7, ¢) verwandelt. Die Anzahl dieser Ionen 
ist nach (6): 
cos F(E, 7,8) dh-do da dt 
b,-do-dw-dt 
(10) | 


[r- cos P(E, 7, )dk-do-dw-dt. 


Fassen wir die Formeln (6) und .(10) zusammen, so erhalten 
wir das Endresultat: 


(11) ,—o, = 7.9 — FE, 0, r-cos 
Wir setzen die Formeln (5) und (11) in unsere Gleichung (1) 


ein; dann lautet die Bedingungsgleichung für die Fundamental- 
funktion F: 


é 
{ F (8 N, 6) } = dQ dy 
(12) m J sin® 


+ fire, N, [7] 1 


Diese Gleichung wollen wir die fundamentale Integralgleichung 
der Elektrolyse nennen. hacker TOR! 
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ie $ 2. Einige Bemerkungen zu der Ableitung der Integral- 
gleichung der Elektrolyse.') 
er Bei der im vorigen Paragraphen gegebenen Ableitung der 
_ Integralgleichung der Elektrolyse mußten wir einige das Pro- 
_blem vereinfachende Annahmen machen. Die Beantwortung 
der Frage nach der Berechtigung dieser Annahmen verschoben 
os hierher, um dort schneller zum Ziele gelangen zu können. 
So haben wir 1. noch einiges über die Konstante M des Cou- 
_lombschen Gesetzes nachzutragen und 2. zu erklären, warum 
die Ablenkungswinkel @ stets oberhalb der Grenze ©, liegen 
müssen. Ferner schulden wir noch den Nachweis dafür, daß 
die Annahmen erlaubt sind: 8. Die positiven Ionen sind fest, 
und 4. Es ist bei der Berechnung der Änderung der Anzahl 
negativer Ionen in dem Parallelepiped do - do durch An- 
 ziehung oder Abstoßung von der Existenz der festen Moleküle 
abzusehen. 
1. Die Konstante M des Coulombschen Gesetzes. Wie wir 
im vorigen Paragraphen sahen, lautete das Coulombsche 
Gesetz: 


Hierbei ist unter Nichtberiicksichtigung der Dielektrizitiits. 
 eigenschaft des Lösungsmittels unter M zu verstehen: 
M= aiw ja al 


wo e die Ladung der Ionen und m die Masse des angezogenen 
Ions bedeutet. 
Sehen wir dagegen das Lösungsmittel als ein homogenes 
Medium mit der Dielektrizitätskonstanten e an, so ist für 
Konstante M zu schreiben: 


Diane Ansatz ist einerseits richtig, wenn die Dimension n 
der Ionen, die vielleicht auch mit Wassermolekülen beladen 
sind, groß gegen die Abstände der festen Moleküle sind. Denn 


1) Analoge Betrachtungen finden sich bei P. Hertz, a. a. O. 
2) Vgl. Abraham, Theorien der Elektrizität, Bd. 1. $ 51. 3. Aufl. 
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(Hollundermarkkügelchen) in einem homogenen. Dielektrikum 
anzusehen.!) Andererseits?) würde dieser Ansatz auch dann 
Geltung haben, wenn die Ionen sehr klein sind, und sie daher 
imstande sind, entweder die festen Moleküle zu durchdringen, 
oder wenigstens den beiden Polen des Dipols, als welchen 
wir uns die Lösungsmittelmoleküle vorzustellen haben, außer- 
ordentlich nahe zu kommen, ja sogar auch zwischen sie zu 
treten. Denn dann ist für das elektrische Feld der über das 
ganze Dielektrikum genommene Mittelwert zu nehmen. Schließ- 
lich ist es auch möglich, daß die Ionen die Dipole des Lösungs- 
mittels nicht durchdringen und von ihnen Abstände be- 
sitzen, die groß gegen die Moleküldimensionen sind. Diese 
Möglichkeit des gegenseitigen Verhältnisses von Dipol und Ion 
hat die größte Wahrscheinlichkeit für sich. In diesem Falle 
ist dann nach einer von Gans zur Behandlung der Dielektrika 
nach H. A. Lorentz angegebenen Methode für das elektrische 
Feld der Mittelwert e2) zu nehmen, zu dem auch die Dipole 
Beiträge liefern, d. h. es ist nach der von Gans ausgeführten 
Berechnung zu setzen: 

=€+—%, 

wo € der über das ganze Dielektrikum genommene Mittelwert 
der elektrischen Feldstärke ist und ® den Polarisationsvektor 
bedeutet, oder auch: 


In diesem Falle ist dann, wie leicht ersichtlich, für die Kon- 


stante M zu setzen: i 


oder wenn e sehr groß ist: a ee 


(BM) 


3m 
In allen anderen Fallen, wie z. B. wenn die Ionen zwar von 
außen recht nahe an die Pole herantreten, aber nicht zwischen 
sie treten können, wird keiner von diesen Ausdrücken für M 


1) Vgl.M. Abraham, Theorie der Elektrizität, Bd. 1. $ 51. 3. Aufl. 
1907. 
2) Vgl. R. Gans, Göttinger Nachr. 1910. p. 230f. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 47. 
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zu erwarten sein, sondern ein dazwischen gelegener. Da wir 
die Dimensionen der Ionen nicht kennen, sondern hierüber 
nur Vermutungen hegen können, wird es daher am zweck- 
mäßigsten sein, keinen von diesen Ausdrücken für M für den 


j o: allein richtigen zu halten und, wie wir es bisher getan haben, 
a M in den Formeln beizubehalten. 
2 2. Die untere Grenze für den Ablenkungswinkel ©,. Bei 


der Berechnung der Integralgleichung hatten wir die Be- 
hauptung aufgestellt, der Ablenkungswinkel © dürfe nie unter- 
halb der Grenze ©, liegen (vgl. $1.1, p. 91). Um den Inhalt 
dieser Behauptung einzusehen, erinnern wir uns der Formel (2) 
(p. 90): a 

(2) 


Würden wir jede noch so kleine Ablenkung © für möglich 
erklären, so würde nach (2) mit stetig abnehmendem © das p 
über jede Grenze wachsen. Und es müßten von den negativen 
Ionen Hyperbeln mit beliebig großem p um die positiven Ionen 
beschrieben werden können (vgl. Fig. 2, p. 88). Dies scheint 
jedoch unmöglich, weil im Falle zu flacher Hyperbeln das 
bewegliche negative Ion nicht mehr allein unter der Wirkung 
der vom Brennpunkte aus geübten anziehenden Kraft stehen 
würde, sondern in diesem Falle andere positive Ionen, die den 
betreffenden negativen Ionen viel näher liegen würden, viel 
stärkere Kräfte auf dieselben ausüben würden. Die Bahn der 
negativen Ionen wird daher mit großer Wahrscheinlichkeit in 
Wirklichkeit eine ganz andere sein als die flache Hyperbel. 
Aus diesem Grunde sind wir zu der Annahme berechtigt, daß 
der Abstand p der beweglichen Ionen von dem anziehenden 
Zentrum stets unterhalb einer bestimmten Grenze P liegen 
muß, durch die dann auch der Winkel ©, gegeben ist: 


7 


M 0, 
(13) P= ctg 


Diese Grenze P soll nach dem eben Gesagten dadurch bestimmt 
sein, daB das negative Ion im Abstande P von der anziehenden 
Kraft noch vorwiegend unter deren Einfluß steht. Dies wird 
mit sehr großer Wahrscheinlichkeit stets dann der Fall sein, 
wenn wir verlangen, daß der Abstand p niemals größer als 
der mittlere Ionenabstand a werden darf: 
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Wir werden daher mit den wirklichen Vorgängen am besten 
übereinstimmen, wenn wir P als den mittleren Ionenabstand 
und ©, als den dazugehörigen kleinsten Ablenkungswinkel 
ansehen. 

3. Die ruhenden positiven Ionen. Der Berechnung des 
Ausdrucks (b, — a,)-do-dw-+dt (vgl. p. 86) lag die An- 
nahme zugrunde: Die positiven Ionen liegen fest; die nega- 
tiven Ionen sind beweglich. Diese Annahme verträgt sich in 
keiner Weise mit der durch die Erfahrung bestätigten Tat- 
sache, daß sowohl die negativen wie auch die positiven Ionen 
beweglich sind. Wenn wir dennoch die unter dieser Annahme 
abgeleiteten Formeln beibehalten wollen, so müssen wir zeigen, 
warum unsere durch die Rechnung geforderte Annahme den 
tatsächlichen Verhältnissen nicht widerspricht. 

Im Punkte F befinde sich ein posi- at 
tives Ion; außerdem sei ein Schwarm nega- i 
tiver Ionen mit der bestimmt angegebenen 
Geschwindigkeit r = (€, 7, ¢) vorhanden. 
Dann mögen alle diejenigen Hyperbeln be- 
trachtet werden, die diese Geschwindigkeit r 
auf Grund von Ablenkungen innerhalb ge- 
gebener Grenzen in andere Geschwindig- | 
keiten verwandeln. Diese Hyperbeln haben 
alle denselben Brennpunkt F, eben den Sitz ay 
des wirkenden positiven Ions, und laufen Fig. 4. “J 
an ihrem einen Ende parallel. Wir 
wollen. ihren Inbegriff eine Hyperbelröhre nennen.!) Es Be 
dann bei vorgeschriebener Ablenkung und Ablenkungsschwan- 
kung zu jeder bestimmt gegebenen Geschwindigkeit eine be- 
stimmte Hyperbelröhre gehören. Eine jede solche Hyperbel- 
röhre können wir in hinreichend großer Entfernung vom Brenn- 
punkte mit Endquerschnitten versehen, und wissen dann, 
daß ein negatives Ion, das durch den einen Querschnitt ein- 
tritt, die ganze Röhre bis zum anderen Querschnitt durch- 
läuft. Es werden also auch alle a, : do dw dt negativen 
Ionen, die dw infolge Coulombscher Anziehung oder Ab- 
stoßung während der Zeit dt verlassen, ein System solcher 
Hyperbelröhren, deren Brennpunkte die Orte der positiven 


1) Diese Einführung des Begriffes der Hyperbelröhre findet man 
bei P. Hertz, a. a. O. 
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Ionen in do sind, durchfliegen, um nach Verlauf der Zeit dt 
in dw* anzulangen. Auf dem umgekehrten Wege werden die 
b,- do-dw- dt Ionen durch dasselbe System von Hyperbel- 
röhren von dw* nach dw wandern. 


Liegen die positiven Ionen nicht fest, sondern sind sie 
beweglich, so haben sie einmal eine bestimmte Geschwindigkeit 
und Geschwindigkeitsrichtung; andererseits ziehen nicht nur 
die positiven Ionen die negativen an, sondern auch umgekehrt 
die negativen die positiven. Ein positives Ion, das sich zu 
Beginn der Zeit dt in F befand, wird jetzt nicht mehr in F 
bleiben, sondern wird nach Verlauf der Zeit dt nach irgend- 
einem anderen Punkte F’ gelangt sein. Zu F’ gehört dann 
ebenfalls eine bestimmte Hyperbelröhre, in deren Inneren 
sich diejenigen negativen Ionen bewegen werden, die unter 
dem Einflusse des in F’ befindlichen positiven Ions stehen. 
Die negativen Ionen in der zu F gehörigen Hyperbelröhre 
werden infolgedessen während dt nicht mehr die ganze Röhre 
von Anfang bis zu Ende durchlaufen, sondern sie werden in 
jedem Augenblick eine Bewegungstendenz innerhalb derjenigen 
Hyperbelröhre erhalten, die zu dem Brennpunkt gehört, in 
dem sich das gerade ausschließlich wirkende positive Ion 
momentan befindet. Fassen wir irgendeine bestimmte Hyperbel- 
röhre ins Auge, so wird die durch die jetzt ebenfalls mögliche 
Beweglichkeit der positiven Ionen bewirkte Änderung in der 
Bewegung der negativen Ionen sich so äußern, daß die Ionen 
die Röhre nicht mehr vom Anfange bis zum Ende durch- 
laufen, sondern daß ständig Ionen von anderen Hyperbel- 
röhren her durch die Mantelfläche in die Röhre eindringen 
und nach anderen Hyperbelröhren aus ihr austreten. Unsere 
Annahme ruhender positiver Ionen, d. h. die Annahme, die 
negativen Ionen durchlaufen die Röhre von Anfang bis zu 
Ende, ist daher, da es sich bei der Berechnung von a, und b, 
nicht um die Verfolgung des Weges eines negativen Ions, sondern 
um eine Anzahlenberechnung handelt, gleichbedeutend mit der 
Annahme, in einem bestimmten Querschnitt der Röhre ist 
die Dichte der negativen Ionen zeitlich konstant, d. h. es 
treten in jedem Augenblicke ebenso viele Ionen durch die 
Mantelfläche der Röhre heraus, als in dieselbe eindringen. 
Und diese Annahme ist im Falle des stationären Zustandes, 
für den allein unsere ganze Rechnung durchführbar ist, stets 
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erlaubt, da dann die Dichte der Ionen in der Hyperbelröhre © iy? 
allein vom Orte und nicht von der Zeit abhängt. ae 


In genau derselben Weise erledigt sich der Fall der ee 


4. festen Moleküle) in den Hyperbelröhren. Hierbei handelt __ rs 
es sich um die Frage, ob durch die Annahme fester Molekiile ‚Fe 
die Berechnung des Ausdruckes (b, — a,)-do-dw-dt in 
irgendeiner Weise modifiziert wird oder nicht, d. h. ob durch 
die Anwesenheit fester Moleküle in den Hyperbelröhren die 
Anzahl der sie durchfliegenden Ionen geändert wird. Sind Be 
feste Moleküle in den Röhren vorhanden, so werden die sie 
durcheilenden Ionen mit ihnen zusammenprallen und infolge- ; 
dessen durch die Mantelfläche der Röhre hinausgestoßen werden, Se 
während andererseits Ionen, die außerhalb der Röhre mit 
festen Molekülen zusammenstießen, in dieselbe eintreten werden. 
Wenn wir also bei der Rechnung von der Anwesenheit fester 
Moleküle absehen wollen, so heißt dies wieder, die Anzahl 
der eindringenden Ionen muß in jedem Augenblick gleich der 
Anzahl der austretenden sein, was, wie wir oben sahen, m =~ 
Falle des stationären Zustandes stets erlaubt ist. mee Ae 

§ 3. Auflösung der Integralgleichung und Berechnung 

der Leitfähigkeit. 

Im $ 1 hatten wir für die Integralgleichung der Elektro- 
lyse gefunden: 


22 2 


cos — 
(12) 0 sin’ — 


oder, wenn wir die Bezeichnungen einführen: = 
F (&*, n*, = F* 
7, =F 

und für die Integrationsvariable ©: 0/2 = # schreiben: 


2x n/2 


2M’N cos 


7} 
te 
t dt 
die 
bel- 
sie 4 
‚keit 
nur | 3 
ehrt 
zu 
n F 
end- 
lann 
eren RS, 
nter 
hen. 
öhre 
öhre 
n in 
igen 
‚in 
Ion 4 
rbel- @ 
liche 
der 
nen 
rch- 
rbel- 
ngen 
sere 
die 
; zu 
db, 
gen. 
ides, 


Zur Lösung dieser Integralgleichung verfahren wir nach einer 
von Hilbert für eine ähnliche Gleichung der kinetischen Gas- 
theorie angegebenen Methode?), d. h. wir stellen die Lösung 
in Form einer Reihe: 


(14) B+Tx+... 
dar, wobei x einen Parameter bedeutet, den wir gemäß den 
physikalischen Umständen von der Größenordnung der mitt- 
leren freien Weglänge wählen: 
. N (" % 
and die Koeffizienten noch zu bestimmende 


Funktionen der Argumente x, y, 2; se! n, & sind. 

Unsere Aufgabe besteht darin, alle diejenigen Lösungen 
der Gleichung (12) zu finden, die durch die Potenzreihenentwick- 
lung (14) dargestellt werden. Zu diesem Zwecke tragen wir 
(15) in (12°) ein: ART 


* 
“he 


Ve N M* * cost 
+ Pir- dk = [F] 
en 


und finden durch Einsetzen von (14) in diese Gleichung, wenn 
wir die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von x auf beiden 
Seiten gleich setzen, die folgenden linearen Integralgleichungen 
zur Bestimmung der unbekannten Funktionen A,B,T...: 


1 


22 n/2 


sin? & 


B)r-cos dk =[A}, 


S 


usw. 


1) Vgl. D. Hilbert, Theorie der linearen u 
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Die Lösungen dieser Integralgleichungen liefern uns, je nach- 
dem, an welcher Stelle wir die Reihe (14) abbrechen, unsere 
Fundamentalfunktion F in erster, zweiter, dritter usw. Näherung. 


1. Die erste Näherung für die Funktion F. Die erste Nähe- 
rungsgleichung: 

(16) 


(A—A)roosPdk=O 


wurde von Boltzmann bereits in folgender Weise gelöst: 
Wir multiplizieren (16) mit lg A und integrieren über Ku 


J 4(4- A)r-cosd dk-dw=0, hau 


da die Transformation (7) die Invariante rdw = rdw (vgl. 
p. 94) besitzt, so gilt die Relation: 


[fig 4(4 — A)r- cos — [[1gA(A— A)rcos dk-dw 
und daher dürfen wir schreiben: i 


- A)r dk-dw = 0. 
Da der Integrand in diesem Integrale stets positiv ausfallen 


muß, so folgt: ae 
4—A=0 


os? 
+i 


oder: 2 


4a A= Fhé(r'. 
Um diese Funktion von r? bestimmen zu können, machen wir 


für A die Annahme?): 
A=£-H-Z, 
wo Z eine reine Funktion von &, H eine reine Funktion von 
n und Z eine reine Funktion von & bedeutet. Dann folgt, — 
wenn wir zweimal logarithmisch nach é differentiieren, da A 
nur von r? abhängt: 3 
di MIA 


48° 4 


1) Diese Annahme läuft physikalisch darauf hinaus, daß wir sagen: 
Im Falle der ersten Näherung, d.h. in dem Falle, daß kein elektrischer 
Strom durch den Elektrolyten hindurchfließt, ergibt sich die Maxwell- 
sche Geschwindigkeitsverteilung. 
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woraus sich für &= 0 ergibt: 


| 
=const. oder: Z4= const.r?+const. 
0 (r?) 
Diese Relation gilt, da A von & nicht direkt abhängt, ganz 
allgemein. Es wird also für A erhalten: 


2 | 
nt - wo A und B zwei Funktionen von z, y, z bedeuten, die be- 
in stimmt sind durch die Anzahl der Ionen in der Volumeneinheit: | 
ee N=/Fdo 


und durch das mittlere Geschwindigkeitsquadrat: ; 


f F:-r*-do, 
wenn wir hierin für F die erste Annäherung F,=4A/x setzen. 


Führen wir diese Rechnung aus, so ergibt sich für die Ver- 
teilungsfunktion F in erster Näherung: 


(17) F, = (355) 


wo h und N Funktionen von z, y, z sind. Bezeichnen wir 
mit i den Anteil von der Stromdichte, der den positiven oder | 
negativen Ionen verdankt wird: “Ge 


i, = ef | 
(18) | i, = ef Fndo 


so erkennen wir durch Einsetzen von (17) in (18) sofort, daß | 
im Falle der ersten Näherung alle Ionen ruhen, d. h. daß 
kein Stromdurchgang durch den Elektrolyten stattfindet. 


2. Die zweite Näherung für die Funktion F. Die Integral- 


gleichung für die Näherung lautete: 
SUN 
A za 


dk =[4]. 


In dieser Gleichung muß, da A eine reine Funktion von r? | 
ist, und die Transformation von A in A* die Invariante r? | 
besitzt (vel. P- wr das erste u a verschwinden, so daß | 
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wir es in diesem Falle-nur mit der Integralgleichung zu tun 
haben: 


(19) (B— 


Für die Lösbarkeit dieser Integralgleichung ist es von 
entscheidender Bedeutung, ob sie sich als eine lineare (ortho- 
gonale) Integralgleichung zweiter Art herausstellt oder nicht, 
d. h. ob das Integral auf der linken Seite von (19) in die 
Gestalt: 


(8) + fk (s, t) (t) dt 


— K(s,t) heißt der Kern der Integralgleichung — gebracht 
werden kann. Um dies zu zeigen, müssen wir eine Transfor- 
mation des Integrals in (19) vornehmen.!) Wir führen also 
Polarkoordinaten ein: 


neru,ierv; E=ri, j=rü,ler), 
fer dk Im an 

l 
— 1,m,n haben die bereits p. 94 angegebene Bedeutung —, 
in denen sich das ‘Integral in (19) folgendermaßen schreiben 
läßt: 


Unsere Integraltransformation soll nun darin bestehen, an Stelle 
der Integrationsvariabeln m, n die neuen Integrationsvariabeln 
i, ¥ einzuführen ?), die miteinander durch die Formeln (7) in 
folgender Beziehung stehen: 


4=1-—21 cos 

(7) p=p—2mcost } cost =Al+um+yn, 
| Y= v—2n cost 

Fir die Differentiale der zu transformierenden Variabeln gilt 
bekanntlich die Regel: 


1) Diese Umformung rührt von M. Born her und findet sich in der 
Dissertation von H. Bolza (Göttingen 1913) veröffentlicht. 

2) Geometrisch gesprochen bedeutet diese Transformation: Anstatt 
über alle die Winkel zu integrieren, die die Achse von Ion und Molekül 
mit den Koordinatenachsen bildet, soll über alle Richtungen der Ge- 
schwindigkeit der Ionen nach dem Stoß integriert werden. = 
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dü dv |D | dm dn, wi 
wo D die Funktionaldeterminante ist: = 


7 


(82,09) — — 2mu — 2mv | 


i De=. — 
(Om, On) —2nu — 2c0s% — 2nv 


= 4cos?# +4cosd (mu + nv) = 8c0s?9 — 4c0s 1A. 
Mithin gilt: 
win 


= % 
= |8cos? — 4cos 1| Er 


a Da die Wahl des Koordinatensystems gleichgiiltig ist, dürfen 


4 du dy = 4cos? dm-+dn 


wieder 


Setzen wir dies in (20) ein, wobei wir fiir 


_ schreiben wollen, und bedenken, daß die Integration über dk 
nicht über die halbe, sondern über die ganze Kugel zu nehmen 
war, so haben wir das Integral (20) umgeformt in: 


(207) 
P 
was wir auch so schreiben können: é 


Unsere Integralgleichung (19) ist in der Tat eine lineare (ortho- 
gonale) Integralgleichung zweiter Art: 


r{ 


= 


soll, 


- deren Kern den konstanten Wert 1 besitzt. Es ist daher die 
_ gesamte Theorie der linearen Integralgleichungen zweiter Art 
auf sie anwendbar. 

Nach dieser Theorie ist insbesondere die Frage nach der 
_ Auflösung unserer Integralgleichung (19) notwendig durch die 
Lösungen der homogenen Integralgleichung: 


4 bedingt. Da B als diejenige Funktion festgesetzt wurde, die 
als Lösung der inhomogenen Gleichung (19) bestimmt sein 
so sei, um Verwechslungen zu vermeiden, die Funktion, 
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die der homogenen Gleichung (21) genügt, mit yw (&, 7, ¢) 
bezeichnet. Die Lösungen dieser Gleichung — für das Integral 


linker Hand wählen wir die Form (20) —: = | 


finden wir in ähnlicher Weise wie die der Integralgleichung für 
die erste Näherung: durch Multiplikation mit y und Integration 
über dw = r?- dr~dk läßt sich, da wieder die Regel gilt: 


= (b- r.dr-dk-dk 


(21’) umformen in: 


Dieses Integral kann nur dann verschwinden, wenn der Inte- 


grand Null ist, d. h. wenn gilt: 


ih} „or 
was nur möglich ist, wenn Te 


y=const. oder y= Fkt. (r?). 


Die lineare homogene Integralgleichung (21) besitzt demnach 
nur Lösungen, die Konstanten oder reine Funktionen von r? 
sind. 

Hieraus können wir wegen des bekannten Satzes aus der 
Theorie der linearen Integralgleichungen*): Eine lineare in- 
homogene Integralgleichung zweiter Art: 


Lösungen y hat, dann und nur dann eine Lösung gy, wenn die 
Orthogonalitätsbedingung erfüllt ist: 


fr fat=0, en 


1) Dieser Satz gilt bekanntlich nur im Falle eines a ch 
Kerns, was für unseren Zweck ohne Bedeutung ist, da wir es hier mit 


einem konstanten Kerne zu tun haben, On NN 
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bezüglich der Lösbarkeit unserer Integralgleichung (19) folgern: 
Die Integralgleichung (19) kann nur dann gelöst werden, wenn 
Bedingungen erfüllt sind: 


f Fkt. (r?)[A]da@ = 0. 


Diese beiden Gleichungen sind stets identisch erfüllt, wie sich 
se. duch Ausrechnung leicht verifizieren läßt. 
ry ” Haben wir es nicht nur mit der ersten Näherung, sondern 


Fie a mit der Funktion F selbst zu tun, so lauten die Orthogonalitäts- 
bedingungen : 
47 


woraus durch Ausrechnung folgt (vgl. unten p. 109 die Be- 
rechnung von [4]): 


FEdo + 5, + = 0 


und wenn wir der Fkt. (r?) den speziellen Wert r? erteilen: 


2 ö 

Pardo + Portdo=0. 

Wegen (18) und wenn wir den Energiestrom einführen: 


divi=0; divS=i-€. 


Wenn also unsere Fundamentalgleichung (1) Lösungen haben 
soll, so müssen diese Gleichungen stets identisch erfüllt sein, 
was stets der Fall ist, da Weisungen sich für 
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ER lassen sich die Gleichungen (22) auch folgendermaßen schreiben: 
(22’) 
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ein jedes elektromagnetisches Feld als Folgerung der Maxwell- 
schen Grundgleichungen der Elektrodynamik ergeben.!) Sie 
bilden daher das Analogon zu den hydrodynamischen Glei- 
chungen in der kinetischen Gastheorie. 


Die Integralgleichung für die zweite Näherung: af) soil 
19) r{ Bak— B} =[4] 


ist also lösbar, und es handelt sich nun darum, die Lösungen B 
auch wirklich zu finden. Wir betrachten zunächst die rechte 
Seite, die nur bekannte Funktionen enthält: 


OA OA OA OA 0A, , 


Hierin sollte (X, Y, Z) die den Ionen durch das äußere elektro- 
magnetische Feld erteilte Beschleunigung bedeuten, die in 
erster Annäherung dem Vektor der elektrischen Feldstärke € 


proportional ist: mr 
(23) X=—TE; Y= Z= 
m m y m 


T ist eine Konstante, die vermutlich mit der Dielektrizitäts- 


konstanten e zusammenhängt: r-:+? (vgl. $ 2.1. p. 97). 


Setzen wir nun für A den als Lösung der ersten Nähe- 
rungsgleichung (16) gefundenen Wert (17) ein, so ergibt eine 
einfache Rechnung, daß sich [A] darstellen läßt als eine Summe 
aus Produkten von Funktionen, die teils nur die x, y, 2 (g), 
teils nur die &, 7, ¢ (f) zum Argument haben: 


Isle t+ Isla t Isls + ald 


wobei bedeuten: 


(2eTg , dk 2hON) Oh 
04) | (222g 2 AON) ah 
3 /2eT Oh 2haNn 83 Oh 


1) Vgl. M. Abraham, Theorie der Elektrizität. Bd. 1. Abschn. 2. 
Kap. 4. 3. Aufl. 1907. — H. Minkowski, Die Grundgleichungen der Elek- 
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und: 


a BER Diese Gestalt der rechten Seite von (19’) legt es nahe, für die 
10, Lösung B den Ansatz zu machen: 


(26) B= + Io 
wobei die g durch (24) bestimmt sind. Die 9, (i =1...6) 
sind noch unbekannte Funktionen von é, 7, £, die, wie man 
durch Einsetzen dieses Ansatzes für B in (19’) sofort erkennt, 
den sechs numerischen Integralgleichungen genügen: 


(=12...0 


Zur Lösung dieser linearen orthogonalen Integralgleichung ver- 
fahren wir am besten nach der von Fredholm angegebenen 
Methode): Ist mir die lineare Integralgleichung vorgelegt: 


=Af K(s, at=Ff(s), 
0 


_ und besitzt die zugehörige homogene Integralgleichung Lösungen, 
“ so lautet, falls, wie in unserem Falle überhaupt Lösungen 
existieren, die Lösung: 


KE 


wo K(s,t) den lösenden Kern bedeutet, der in unserem Falle 
eines konstanten Kernes K (s, t) = 1 ebenfalls den konstanten 
Wert K (s, t) = 1 besitzt. 

7 Die Lösung unserer Gleichung lautet mithin, wenn wir 
oben für K (s, t) = 1 und A = 1/42 setzen: 


1 1 
| Wie sich durch Ausrechnen leicht verifizieren läßt, sind 
alle Integrale: 


Pa 1) Vgl. D. Hilbert, Theorie der linearen Integralgleichungen. I. Ab- 
schnitt — Heywood, Fréchet, ae \ de Fredholm. p. 78. 
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Die endgültige Lösung von (27) ist also: ER ail) Eu 


und für die unbekannten Funktionen y erhalten wir somit __ u We, 
nach (25) die Werte: igh aa 
Setzen wir diese Werte in (26) ein, so erhalten wir die ge- if) en 
suchte Lösung B: 


Da ferner die zu unserer Integralgleichung (19’) gehörige homo- 
gene Integralgleichung (21) die Lösungen: Const. und Fkt. (r?) 
besitzt, so ist nach einem bekannten Satze aus der Theorie 
der Integralgleichungen die allgemeinste Lösung von (19): 


4 
129) | B=-4lg* + 
+C,4+ AC- Fkt.(r’), 
wobei C, und die © Konstanten bedeuten, über die wir will- 
kürlich verfügen dürfen. 


Nunmehr ergibt sich für die Verteilungsfunktion F in 
zweiter Näherung nach (17), (24) und (29): 
F 


_{ 3 \% oh 2 hOöN\E 

2el’ 2haNn 

r hoa h oy 


- trl + Fkt.(r*))- 


(30) 


Die elektrische Stromdichte wird im Falle der zweiten 

Näherung erhalten, wenn wir (80) in (18) einführen: 

(18) (& | 
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eee Für die z-Komponente von i ergibt sich, da: RUE 
| fe ‘Edo = feos ¢ dp fin | 
5 1 Qn a 
do om foorg sing ag. do 


0 


a’ 


“ 0 rs 


ch ih Te Fit. (r = 0 


} is — dasselbe gilt fiir die Integrale, die durch zyklische Vertau- 
sehung der &, 7, ¢ entstehen — ist: 


2el Oh_2höN\l - Zei 
‘gr do} usw, 
oder da: 


- 8 ah? 
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ist: 
hile 1 Oh 1 | » 


und ebenso sich: 

(31) , [sel 10% 10N | 


h 2hdx 


Nehmen wir an, das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der 
Ionen h und ihre Dichte N seien konstant: 


Oh Oh 


Sodeh- oN . oN naht, dal 
Oa = 0 = 0 


andlogsih 
so wird aus (31): Nu 
8xNI 


w 


d. h. es gilt das Ohmsche Gesetz. Im Falle der zweiten Nähe- 
rung stimmt die Leitfähigkeit eines Elektrolyten mit der von 
H. A. Lorentz in seiner Elektronentheorie berechneten elek- 
trischen Leitfähigkeit der Metalle überein !): 


8xN 

(32) L,= 1, = 
Ein Resultat, das um so weniger wundernehmen wird, als die 
von uns fiir die Elektrolyse gefundene Integralgleichung der 
zweiten Näherung (vgl. p. 104) einen ganz ähnlichen Bau zeigt, 
wie die von H. Bolza fir die Elektronentheorie der Metalle 
angegebenen Integralgleichung der zweiten Näherung.?) 

3. Die dritte Näherung für die Funktion F. Die dritte 
Näherung finden wir durch die Lösung der Integralgleichung 
(vgl. p. 102): 


22 2/2 
2M? 
- + cosh dk = [ BI. 
0% 


1) H. A. Lorentz 1905. p. 503. Verlag v. d. Verg. d. Akad. van 
Wetensch. Amsterdam. 
2) H. Bolza, Dissertation. p. 15. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 47. 
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die zweite Näherung einsetze, nur bekannte Funktionen; das 
‘zweite Integral, das die unbekannte Funktion J’ enthält, hat 
dieselbe Gestalt wie die linke Seite der Integralgleichung (19) 

und läßt sich infolgedessen in derselben Weise transformieren. 
E Bringen wir daher alle bekannten Funktionen auf die rechte 


Re lineare orthogonale Integralgleichung zweiter Art: 


iy | 


22 a/2 
[Trak r\=[3)-°%5 B) ao ag. 
0 


Bo Die zu dieser Gleichung gehörige homogene Integralgleichung 
ist identisch mit der Gleichung (21) und. besitzt daher auch 
. dieselben Lösungen: 


y=Const. und y= Fkt. (r?) 4 


die inhomogene Integralgleichung (33) ist also dann und nur 


dann lösbar, wenn die Orthogonalitätsbedingungen erfüllt sind: 
Py 


v 


22 a/2 


f (9 [12] - fe do =0, 


oder da wegen der allgemeinen Gleichungen (22): 


gie 
do=0 und 
ff? B) 4g\d0=0, 
) ain? tp 
Ag 
2/2 


daß B diesen Gleichungen identisch genügt, ergibt sich ohne 
weiteres aus der Formel (39), die wir unten für das innere 
Integral ableiten werden. 


K. Schellenberg. 

ike In dieser Gleichung enthält das erste Integral, wenn ich für 

NT B die durch (29) gegebene Lösung der Integralgleichung für 

> 

> 


h für 
g für 
13 das 
hat 
3 (19) 
ieren. 
rechte 
gende 
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Unsere Integralgleichung (83) ist mithin lösbar, und wir 
verfahren bei der Lösung genau so wie im Falle der zweiten 
Näherung. Wir führen den Ausdruck ee) für B in: 


[2] = + 50+ + 5264+ +5. 


ein und erhalten für 1B] eine Summe aus dei Produktion von 
z) und h(é, 9: 


wobei bedeuten sollen: 
at 
d = 9}, gonol, eb d, =29,9,+ 
uh wort? 89s 
d, =9,"; d, = 2995+ 
d, = d, 29, Ig + Is 
d, = 29,9; dig = 29,95 + 2929s 
. ö 09s 


de = 29,9, = 29,9, + 299 


% 


d,, +9 %—TE,, dy) = — 9, — TE,, 
ds = 9; d,, =—9,~TE,, 
+9,—T6,, + 9, — „TE, 
= 29,9; 9,-TE, d,5 =— 
+9—T&,, +9276), 
d,, = ant t dy=— 
8* 
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7 2 — die Bedeutung der Funktionen ergibt sich aus der Tabelle (24) 


— und: 

| Aa Mehr, slr, 
h, = 177°, h, = 
h, = h, = = h,, = 
hy =§nr, =Enlr, = §n/r’, 
he = hk, = hy, =§C/r, = 


—_— er wurden die in (29) auftretenden willkürlichen Kon- 
C=0 gewählt; d. h. am Anfange, zur Zeit t=t,, 

findet keine Bewegung der Ionen statt; erst zur Zeit t= 

Bee wir einen elektrischen Strom durch den Elektrolyten 

‚hindurch. 

Nunmehr wäre (29) auch noch einzutragen in das Integral 

_ auf der rechten Seite von (33): 


6205 Um dieses Integral auswerten zu können, müssen wir be- 

rechnen, in welcher Weise die &*, n*, £* von &,n,£, ® undp 
‚abhängen. 

Im $ 1 sahen wir, die Transformation, die den Vektor r 

in r* überführte, ist eine reine 

B ae Drehung, die durch die beiden Win- 


kel 0 = 28, den Winkel, den r und 
, r* miteinander bilden, und 9, den 
Fe Winkel, den die Ebene (r, &) mit der 


A Ebene (r, r*) einschließt, charakteri- 
siert ist. Um die Transformationsfor- 
meln zu erhalten), konstruieren wir 
eine Kugel mit dem Radius r. Es 
sei A der Punkt, in dem die &-Achse 


f die Kugel schneidet, B derjenige, in 
dem die n-Achse schneidet, Bay C der- 


Fig. 5. 


»2.0pl. 


H 
© 
4 
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jenige, in dem die ¢-Achse schneidet. Rund R* seien die Schnitt- 

punkte der Kugel mit den beiden Geschwindigkeitsvektoren r 

und r*. (C wurde in die Fig. 5 der Übersicht wegen nicht ein- 

gezeichnet.) Verbinden wir diese Punkte durch größte Kreise 

der Kugel, so erhalten wir drei sphärische Dreiecke A RR*, 

BRR* und CRR*, deren Seiten und Winkel sich so aus- 

drücken lassen: 

4ARR*: 

RR=29; (AR = arecos 5; AR =arccos=; 

xARR = 

+;  BR=arcoos-; BR* = arccos; 

&BRR=o+e; 

ACRE: ER 

RR=23; CR = arc cos —; CR* = arccos—; 


— a und # bedeuten zwei von m und # unabhängige Winkel — 
Wende ich auf diese Dreiecke den Cosinussatz der sphärischen 
Trigonometrie an, so lauten die gewünschten Transformations- 
formeln: 


&* = Ecos2 + rsin2 1— = 008 9, 
(38) = 900829 + rsin2d 1/1 — + a), OF 


= Leos 2H + rin — cos + 8). 


Diese Formeln (88) tragen wir in (87) ein: 
N 


‘Blot (66) Li 


| 


2x 2/2 


cos 


+a)didg 


(24) 
2 
J [r?, 2 
or’, 
a7 
Kon- 
to, 
lyten 
egral 
KCRRE=9+8; 
r 
nd p 
tor r 
rein 
Win- 
und 
den 
t der 
kteri- 
sfor- 
k 
wir 
+ (9, + 95) V 1— 
+ (95 + r?g,) 1-5 f fein 2 cos(y + Adddg}, 
0 


woraus, da: 
22 2/2 a2 


0 & 


sin 2 9 | con 


+907 
was wir in gekürzter Schreibweise auch so schreiben können: 
80 
(39) D.A Did 
wobei bedeuten sollen: fites 


sinter 
(40) D = in 9, + 1) 


oder wegen (18): 
(40a) 1). 
(41) h h, . h . 


Die rechte Seite unserer Integralgleichung (38) läßt sich 
nunmehr, wie aus der Addition von (37) und (89) folgt, in 
folgende Gestalt bringen: 


24 30 
1 


Var 
ere 
} 
\ 
| 
4, 
‘ 
» «3 
= 
ist, wird: 
} 
| 
1 
© 
| 
| 
} 
5 
rae Daher wird es am zweckmäßigsten sein, für die aus (88) zu 
be 
timmende unbekannte Funktion den Ansatz zu machen: 
24 80 
| 
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wobei die d durch (38) und (40) bestimmt sind, und die x noch 
unbekannte Funktionen von &,n,{ bedeuten. Setzen wir 
diesen Wert für I in die Gleichung (33) ein, so ergeben sich 
die 80 numerischen Integralgleichungen zur Bestimmung der 
Funktionen x: 

(42) r{ = 1,2... 30). 
Die Integralgleichungen (42) sind identisch mit den Integral- 
gleichungen (27); sie haben daher auch dieselben Lösungen: 


Die unbekannten Funktionen x sind also von folgender Ge- 
stalt (vgl. [36] und [41]): 


h = — Ho Mig = — ndlr®, = — 
= — "=> C/r4, X29 =— 14 
1o= 7 ner, leg == En/rt, Xo = — 
Xs =— X16 = — Log = — 


Setzen wir diese Werte in den Ausdruck für J’ ein, so erhalten 
wir in analoger Weise, wie im Falle der zweiten Näherung, 
für die allgemeinste Lösung der Gleichung (33): 


r= Ald, 4 d,n?r?+ dy d,Enr?+ tr? 
+4, +, +4,0 +d 
+ 4353 1472 + + 
+ + + + dy 
+0,4+ Fkt.(r’), 
wo C, und die C wieder vollkommen willkürliche Konstanten 
bedeuten. Für die dritte Näherung unserer Fundamental- 
funktion F ergibt sich mithin der Ausdruck: 
(45) Ff, = +xT, ashes 
wobei F, durch (80) und I’ durch (44) gegeben ist. = 


(44) 


‘ 
ui 
1) 
er}, 
nen: 
. 
on 
y 
f 
= 
sich 
in 
= 
| 
) zu 
en: 
h 


» Schellenberg. 
Die elektrische Stromdichte berechnen wir im Falle der 

dritten Näherung, indem wir (45) in (18) einführen: 

(46) ime fF, n, + ex da. 


Das erste Integral ist durch (31) gegeben; für die z-Komponente 
des zweiten Integrals ergibt sich, wenn wir für I’ den Wert (44) 
einsetzen, da: 


r? 
1 Qn misiah 
do = [ pdp 949 
1 0 0 
fe ah =0 
—~ = v r 
r? 
1 22 x 2h jr 
„do = | cos psin?y dg. [sint add 
1 0 0 ed 
4 5 0 r 
1 2x 
= {cosy sin dp - [ sin® 9-cos odd 
1 
. r* & am co 8 „ r! 
; +23), > 
«4 2 2 
fe un = [cos sin yp dp dd (ee 
0 
— dasselbe gilt fir die Integrale, die durch zyklische Ver- 
tauschung der &, 7, £ entstehen — ist: 
Dw) & 
ex fA r (4, = + dar) 


— für die y- und z-Komponente gilt genau dasselbe — oder 
wenn wir (17), (40) und (41) hier eintragen: 


, 
„4 
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2h 
Die Integrale können wir so umwandeln: 


=f n 


3 
fe n (Fe e 2h" In + 


2 han 
8 N 
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1). 
r 


3 mM? 
Wir res die neue Integrationsvariable (8/2 h) r? = o ein: 
ab 
4n 1 - P 
oder, wenn wir schreiben g?/u2=22: 
1 3 dx _ An 1 oe 
In analoger Weise gilt fiir das zweite Integral: 


3 © 
4n huf -wz]n(z? 


0 
4n hu, dA 
3 3 du 


Setzen wir dies in unseren obigen Ausdruck ein, so erhalten wir: 


27h 2h\ m FE) 

2haN\, ,_ 8 ‚huöhdA 

(ar) da) 2° 2 3 

= his Nox mh 4 


8 


Stromdichte im Falle der dritten Näherung: 


Mithin gilt nach (46), (31) und (47) für die z-Komponente der 


(RL) 


Oh 


an 
)do. +1)5do 
(44) rs 
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i, = e(*/,) his - —ba)—3* 


h = Ndx 
„34 M’N« 


Analoges gilt für die y- und die ie 
fi = Naht {( — 
Oh u „24 
(+ alt 


(48)4 


ah aA 


2 Findet kein Temperaturgefälle statt, und ist die Ionendichte 


überall konstant: 
tr { 


dh oh oh 
4 je =; ay =(; 93 

dx 0; ay 0; dx 0; 

so wird aus (48): 


Ya 1-bA)&=LE. 


Auch hier gilt wieder das Ohmsche Gesetz. Für die Leitfähig- 
keit des Elektrolyten L, ergibt sich dann wegen (32) die Formel: 


= 


Das Integral A hatte die Bedeutung: = 


wofür wir mit ak des Tr ey und -kosinus: 


0 x 


| 
Ber 
q 
> 
* 
+ i, 
{ 
| 
' F 
4 > gin & * sin & 


dh 
Ox 
Nx 
h? 


zul 


‚dichte 
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auch schreiben können 4): 

(50) 


Die Größe b ist der dritten_Potenz von u proportional:  _ 

(51) b= g 
wo bedeutet: , 


(52) 


3N 


Der Formel (49) läßt sich also nach (50) und (51) auch diese 


Gestalt geben: go 


Diese Formel, die wir im Falle der dritten Annäherung für 
die Leitfähigkeit eines Elektrolyten erhalten, stimmt voll- 
kommen überein mit der von P. Hertz für die Leitfähigkeit 
eines: Elektrolyten angegebenen Forme]. (Ann. d. Phys.‘ 37. 
p. 25, Formel [78)). 


§ 4. Die Theorie der Elektrolyse von W. Nernst. 


Recht interessante Resultate liefert ein Vergleich der 
von uns erhaltenen Formeln mit denen der, Nernstschen 
Theorie. W. Nernst hatte es als erster versucht, eine Theorie 
der Elektrolyse zu geben.?) Diese Theorie; baute sich .auf der- 
selben Hypothese auf wie die von uns angegebene Theorie, 
d.h. auf der Voraussetzung, daß die elektrolytischen Vor- 
gänge durch die Wanderung positiver und negativer Ionen 
hervorgerufen werden. Während es aber das Ziel unserer 
Überlegung war, die mathematischen. Konsequenzen der ‘in 
der der Theorie zugrunde gelegten Hypothese gemachten 
Voraussetzungen zu verfolgen, kam es Nernst vor allem 
darauf an, eine übersichtliche und ‚praktisch. verwendbare 
Formel für die Vorgänge in einem Elektrolyten zu finden. 
Um so interessanter wird daher auch eine Zusammenstellung 
der von uns und der von Nernst erhaltenen Resultate sein. 


1) Vgl. A. Enneper, Ztschr. f. Math. u. Phys. 6. p. 405. 
2) W. Nernst, Ztschr. f. Phys. Chem. 2. p. 613. 1888; Theor. Chemie. 
5. Aufl. II. Buch. Kap. VII. p. 368f. und IV. Buch. Kap. VIII. p. 730f. 
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Indem Nernst die in der Zeiteinheit durch den Quer- 
schnitt 1 in der Richtung der z-Achse hindurchtretende Menge S, 
von Ionen berechnet, findet er die folgende Differentialgleichung: 

i, wobei bedeuten: 


ate 46; p 


Anzahl der freien positiven, resp. negativen Ionen im cm’, 


Beweglichkeit der positiven, resp. negativen Ionen, 
osmotischer Druck, 


P elektrostatisches Potential. 

+ a ts Setzen wir in der Gleichung (53) für den osmotischen Druck: 
p=nRT, 

ae en — R bedeutet die Gaskonstante und T die absolute Tem- 


 peratur —, so wird aus (53) 


Ersetzen wir in dieser Gleichung die Beziehungen durch die 
von uns angewandten: 


oP 
so erhalten wir: adm 
[73 10N 10N 
| 4 (58") —e€,) + 


Für den elektrischen Strom, der allein den .positiven Ionen 
verdankt wird, ergibt sich mithin nach der Theorie von Nernst: 


| i 10N 


Vergleichen wir diese Formel (54) mit der oben erhaltenen 


2 ee Formel (48) für den Strom i,, wobei von einer Temperatur- 


4 änderung abgesehen werden möge, 0h/Ox = 0: 
8eTg _14N 


so sind die Ionenbeweglichkeit U und die Gaskonstante R 
durch die Formeln bestimmt: 
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(55) = (?/,) —b- A) 


Va tie 


woraus unmittelbar folgt: 

gt 
URT mh ab 


R ergibt sich wirklich als die Gaskonstante; denn sie 
erfüllt die Definitionsgleichung derselben (56). Für die Ionen- 
beweglichkeit U, die Nernst dem Ziele seiner Theorie gemäß 
als eine unbekannte, von der Konzentration abhängige Größe 
angeben mußte, erhalten wir in Formel (55) als mathematische 
Folge unserer Grundannahmen eine ganz bestimmte Funktion 
der Konzentration, für deren Richtigkeit der experimentelle 
Nachweis allerdings noch zu erbringen wäre (vgl. die Be- 
merkungen hierüber im Schluß). 

Die Formel (55) steht ferner in einem äußerst interessanten 
Zusammenhang mit der Formel (49) für die Leitfähigkeit L,: 


4) L, = e(, (1 5.4). 

Denn ein Vergleich dieser beiden Formeln zeigt, daB die Be- 
(57) 


i 


Dieselbe Formel fand Nernst infolge von Bat all- 
gemeinerer Art): 
L,=unFVU, 


wobei sich für den von den gewählten Maßeinheiten abhängigen 
Proportionalitätsfaktor bei Nernst F, da die Größe an bei 
Nernst — a ist der Dissoziationsgrad — gerade das ist, was 
wir n nannten, der in unserem. Falle richtige Wert F = e? 
ergibt.?) 


1) W. Nernst, a. a. O., p. 364. 
2) Vgl. auch E. Riecke, Lehrbuch d. Phys. 4. Aufl. Bd. 2. p. 541. 
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Wir sehen, die Resultate, die Nernst vermittels seiner 
Theorie abzuleiten vermochte, sind im wesentlichen mit den 
von uns erhaltenen Resultaten identisch, was ja selbstverständ- 
lich ist, da beide Theorien sich auf denselben Voraussetzungen 
aufbauen. Für bestimmte Größen,.die Nernst, dem es vor 
allem auf die praktische Verwendbarkeit seiner Theorie ankam, 
als einstweilen noch unbekannte Funktionen bestimmter physi- 
_ kalischer Größen anzusehen sich gezwungen sah, geben wir, 
da uns mehr die mathematische Seite des Problems interessiert, 
das mathematisch oft recht komplizierte Abhängigkeitsverhältnis 
von den molekularen Größen genau an. En 


In den vorangehenden Kapiteln haben wir den Versuch 
gemacht, auf Grund der einfachsten Vorstellungen, die man 
sich von den Vorgängen im Innern eines Elektrolyten machen 
kann, in mathematisch strenger Weise alles das, was sich über 
einen binären normalen Elektrolyten sagen läßt, molekular- 
theoretisch abzuleiten. Auf diese Weise gelang es, für den 
elektrischen Strom in einem Elektrolyten eine Formel (48) 
zu finden, aus der sich durch Spezialisation die von Hertz 
erhaltene Formel für das Leitvermögen ergab. Andererseits 
erwies sich diese Formel als identisch mit der von Nernst 
für den elektrischen Strom gegebenen Formel, so daß es uns 
möglich war, die von Nernst eingeführten einstweilen noch 
unbestimmt gelassenen Größen, wie z. B. die Beweglichkeit 
der Ionen, durch molekulare Größen auszudrücken. 

Daß nun auch alles sich wirklich durchaus so verhält, 
wie wir es geschildert haben, das läßt sich mit absoluter Sicher- 
heit keineswegs behaupten. Freilich ergeben die von P. Hertz 
bezüglich des Leitvermögens binärer Elektrolyten angestellten 
Vergleiche mit der Erfahrung recht befriedigende numerische 
Resultate.!) Jedoch scheiterten von mir angestellte Versuche, 
noch weitergehendere Bestätigungen der Theorie als die von 
Hertz angegebenen zu finden, an der Mangelhaftigkeit des 
vorhandenen experimentellen Materials. 

Ferner könnte man geneigt sein, darin einen Einwand 
gegen unsere Theorie zu sehen, daß Hertz auf Grund nume- 
rischer Berechnungen, denen molekulartheoretische Relationen 


1) P. Hertz, a. a. O. Vgl. besonders die beigefügten Tafeln. 
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zugrunde lagen, die mit unseren Formeln (32) und (52) identisch 
sind, Werte für die mittlere freie Weglänge fand, die mit der 
Beobachtung nicht übereinstimmen wollten. Dies scheint aber 
nicht der Fall zu sein, da man, solange die Beschaffenheit der 
Ionen nicht genauer bekannt ist, nichts darüber aussagen 
kann, ob der Parameter x, den wir als mittlere freie Weglänge 
ansahen, auch wirklich mit dieser identisch ist, oder ob nicht 
vielleicht eine andere Größe hierfür geeigneter erscheint. 

Es mag daher, bis ein besserer und weitreichenderer Ver- 
gleich mit der Erfahrung möglich sein wird, bis man imstande 
sein wird, sich genauere Vorstellungen von den Abmessungen 
der Ionen und einer eventuellen Anlagerung von Wassermole- 
külen zu machen, vorerst noch dahingestellt bleiben, ob die 
unserer Theorie vorangestellten Voraussetzungen vielleicht 
doch noch einiger Modifikationen bedürfen. Die so modi- 
fizierten Voraussetzungen wären dann in ihren mathematischen 
Konsequenzen zu verfolgen, und es wäre zu prüfen, ob die 
erhaltenen Resultate mit den durch das Experiment gegebenen 
Tatsachen übereinstimmen. Auf diese Weise müßte es gelingen, 
eine vollkommen einwandfreie Theorie zu erhalten, zu deren 
Aufstellung beizutragen der Zweck der vorliegenden Arbeit ist. 


Bemerkung: Der Druck der vorliegenden Arbeit wurde durch den 
Ausbruch des Krieges verzögert. An der Ausführung einiger kleinerer 
Rechnungen, die ich nachträglich noch gern gemacht hätte, wurde ich 
durch meinen Eintritt ins Heer gehindert, wodurch ich auch genötigt 
war, die Vorbereitungen zum Druck meiner Arbeit etwas flüchtig vor- 
zunehmen. 


(Eingegangen 6. März 1915.) 
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4. Uber die dynamische 
ner Fi Bedeutung des elementaren Wirkungsquantums; 


Die noch unaufgeklärte dynamische Bedeutung des elemen- 
taren Wirkungsquantums wird dann dem Verständnis näher 
gerückt sein, wenn man ein Modell eines quantenhaft emit- 
tierenden Gebildes angeben kann, ohne die Quantenhypothese 
selbst schon vorauszusetzen. Auf mechanischer und elektro- 
_ dynamischer Grundlage allein ist dies nicht möglich. Es muß 
vielmehr ein der Quantenhypothese gleichwertiges neues Prinzip 
hinzugefügt werden. Die Untersuchungen von Planck, 
Nernst u.a. legen zur Genüge die Vermutung nahe, daß 
dies die Wahrscheinlichkeitstheorie sein wird.!) 

Bu Gelingt die Konstruktion eines Modells aus diesen Prin- 
ir gipien, so ist ein Ansatzpunkt gewonnen zu vertiefter Kritik 
wee os * und Deutung der an Stelle der Quantenhypothese tretenden 

a Wahrscheinlichkeitspostulate.2) Für die experimentelle For- 
nn schung wird der Wert eines solchen Modells um so größer sein, 
Je leichter sich dasselbe an die Verhältnisse bei Molekülen und 

u sehwingenden Elektronen anpassen läßt, wie sie durch die 
übrige physikalische Forschung schon klargelegt sind. 

Hat ein schwingender elektrischer Dipol das Moment f 
(= Produkt aus positiver Ladung und Polabstand), und wird 

( 


gesetzt, so ist seine Energie lung 
ais 
1) Vgl. insbesondere p. 132, 134, 135, 136. i = 


2) Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie im folgenden 
will, dem Charakter dieser Skizze entsprechend, nicht Anspruch auf 
Strenge erheben sondern ist heuristischer Natur. 
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wo K, L von der Natur des Oszillators abhängige Konstanten 
sind. Für ein nicht zu kleines!) Zeitintervall T folgt hieraus 
die Beziehung ?): AR 


t+T t+7 


sis ist 8 die in der Dipolachse, welche als z-Achse 
bezeichnet werde, wirkende äußere Kraft. Sie setzt sich zu- 
sammen aus der elektrischen z-Komponente €, des elektro- 
magnetischen Strahlungsfeldes*) und einer etwa vorhandenen 
mechanischen Kraft Z: 
(4) 3=6&+2. 47 
h 
Die mechanische Kraft Z muß berücksie tigt nein, 
weil wir uns den Dipol nicht isoliert und ruhend, sondern 
zusammen mit einer großen Anzahl Korpuskeln der Wärme- 
bewegung unterworfen denken. Ein Korpuskel habe die Masse 
m; überdies sei der positive Pol des Oszillators mit der elektro- 
dynamisch unwirksamen trägen Masse m belastet. Der Stoß 
der Korpuskeln mit dieser Masse und untereinander sei elastisch 
nach Art der in der kinetischen Gastheorie betrachteten. Stößt 
aber ein Korpuskel mit dem negativen Pol des Oszillators 
zusammen *), so wird (während der kurzen Dauer des Stoßes) 
der Polabstand, also auch das Moment f eine Änderung er- 
fahren. Sei v die z-Komponente der Geschwindigkeit des 
Korpuskels, v’ die des positiven Pols. In der Achse z des Dipols 
wird alsdann eine Kraft Z geweckt, welche der Masse m des 
Korpuskels die Beschleunigung dv/dt und eine Kraft Z’, welche 
der Masse m des positiven Pols die Beschleunigung dv’/dt 


1) Schlägt man um den Oszillator als Mittelpunkt eine Kugel, so 
muß die während der Zeit 7’ durch deren Oberfläche nach außen strömende 
Energie unabhängig vom Radius sein. Sind die Schwingungen rein 
periodisch, so kann man 7'> der Zeit einer Periode wählen. Vgl. Planck, 
Wärmestrahlung. 1. Aufl. p. 105/6. 1906. 

2) Vgl. Planck, l.c. $ 111, insbesondere p. 113. 

3) Wir nehmen an, daß der Oszillator sich in einem monochroma- 
tischen Strahlungsfelde befinde. 

4) Man muß dabei annehmen, daß das Elektron durch die träge 
Masse von seiner Stelle verschoben worden kann, a beiden also ein- 
ander nicht durchdringen. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 47. 
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erteilt. Beide Kräfte sind nach dem Pride: von aldi. wi 
reaktio einander entgegengesetzt gleich: 
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5 Z=-Z 
d 
(6) mo = — mo. 


dv/dt ist nur während des Stoßes von 0 verschieden. Hat das 
i* Korpuskel, welches den negativen Pol des Oszillators trifft, 
die Geschwindigkeit v,, so schreibt sich die rechte Seite von 


(3) unter Berücksichtigung von (4), (6): 
2 


t+7 ip oon 

(7) | fe Sa fat, 

wenn ir die Zahl dieser Stöße in der Zeit T, t; die jeweilige Dauer 

der Stöße und t, die Zeitpunkte ihres Eintreffens sind. __ 
Berücksichtigt man, daß beim i" Stoß ; 


(8) ma, 
die in der Dipolachse wirkende Kraft ist, und daß R 
(9) fät=äf, 


tit ti 


die während des StoBes von dem Oszillator geleistete Arbeit 
d.h. die von ihm abgegebene bzw. aufgenommene ‘Energie. 
Die Beziehung (3) lautet jetzt: 


t+T 
t 
Wir betrachten sundchst den Fall, wo 


der Oszillator also infolge der Stöße Energie in Durchschnitt 


weder aufnimmt noch abgibt. (11) lautet dann 
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0, 


Da dies für beliebige t und T (wenn nur T relativ groß 
ist!)) gilt, so ist auch 


(14) Kf+l =€, 
d.h. der Oszillator schwingt nach demselben Gesetz, das sich 
ohne die Annahme stoßender Korpuskeln in der gewöhnlichen 
Strahlungstheorie ergibt.?2) Er führt periodische Schwingungen 
aus, genau so, als ob keine Stoßkräfte vorhanden wären.?) 
Es gibt nun aber Fälle, wo der Oszillator Energie von den 
stoßenden Korpuskeln aufnimmt bzw. an sie abgibt. Sei n 
die gerade herrschende Stoßzahl, d.h. die in der Zeiteinheit 
erlittene Zahl von Stößen. Wir setzen voraus, daß dieselbe 
während einer in Vergleich zu der Zeit zwischen zwei Stößen 
großen Zeitdauer) mit geringen Abweichungen konstant sei 
und bezeichnen den während dieser Zeit gewonnenen Mittelwert 
als Stoßzahl schlechthin. Dabei wird jeder Stoß gerechnet, 
gleichgültig in welcher Richtung zur z-Achse. Ferner sei » die 
Zahl der (ganzen) Oszillatorschwimgungen pro Zeiteinheit. 
Diese seien zunächst streng periodisch. Ebenso sollen vorerst 
die Stöße in genau gleichen Intervallen aufeinander folgen. 
Wenn n zu » in rationalem Verhältnis steht, so wird der 
Oszillator im selben Takt gestoßen, wie seine eigenen 
Schwingungen verlaufen. Nach den Gesetzen der Mechanik 
wird er also zum Mitschwingen angeregt werden, d.h. seine 
Amplitude vergrößern, oder seinerseits bei den Zusammen- 
stößen Energie an die abprallenden Korpuskeln abgeben. 


Immer stellt sich jedoch ein endgültiger Zustand her derart, 
daß die Korpuskeln auch in der richtigen Phase eintreffen und 


> 


1) Vgl. p. 129. Anm. 1). 
2) Vgl. Planck, lc. Gleich. (171) p. 13.” 
3) &, ist die elektrische Feldstärke des monochromatischen Strah- 
lungsfeldes, also periodisch. Wir nehmen der Ejnfachheit halber ferner 
an, daß die Frequenz des letzteren dieselbe sei wie beim frei, d.h. ohne 

Anwesenheit eines Strahlungsfeldes schwingenden Oszillator. 

4) Die Größe dieser Zeit muß der p. 129. Anm. 1) formulierten B- _ 
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außerdem so, daß die Oszillatorenergie im Gleichgewicht steht 
mit der Bewegungsenergie der anlaufenden Korpuskeln. 
*, Um diese letztere Bedingung genau zu formulieren, nehmen 
wir an, daß Rotation des Dipols (um Achsen senkrecht zur 
Verbindung der Pole), die etwa durch seitliche Stöße verursacht 
werden kann, auf das Gleichgewicht keinen Einfluß hat. Die 
genannte Bedingung bleibt also dieselbe wie in dem Falle, wo 
die Achse des Dipols ihre Richtung im Raume bei allen Be- 
wegungen stets beibehält. Sei dies die z-Achse. Ist E die mittlere 
_ kinetische Energie der anlaufenden Korpuskeln, so ist E/8 
deren Betrag in der z-Richtung. Für die Stöße kommt nur 
eine von den beiden Richtungen der z-Achse in Betracht. 
Also ist die Bewegungsenergie, mit welcher die Oszillator- 
energie im Gleichgewicht stehen muß, gleich 3E. Gleich- 
gewicht kann offenbar nur dann bestehen, wenn die Oszillator- 
energie O gleich ist 4 E: 


(15) O=}E. 
J oe Die oben vorausgesetzte strenge Periodizität der Oszillator- 


vorhanden. Die Schwingungen des Oszillators sind zwar eine 
(relativ zur Schwingungsdauer große) Zeit hindurch periodisch. 
Dann aber ändert sich plötzlich und sprungweise die Phase. 
Die Zeitintervalle zwischen zwei aufeinanderfolgenden Phasen- 
wechseln sind ganz zufällig, jedoch so, daß ein gewisser Mittel- 
wert s am häufigsten vorkommt. 
De Die Stöße der Korpuskeln folgen ebenfalls nicht immer 
in gleichen Intervallen aufeinander, selbst nicht in der (relativ 
zu makroskopischen Vorgängen) kurzen Zeit, während welcher 
n als konstant angesehen werden kann. In unregelmäßigen 
Intervallen erleidet vielmehr der Zeitpunkt des Eintreffens 
eine willkürliche Verschiebung. Die Zeitdauer zwischen zwei 
solehen Änderungen ist zufällig, jedoch wieder so, daß ein 
mittlerer Wert S am häufigsten vorkommt. Das oben be- 
_ schriebene Gleichgewicht kann daher im Falle des natürlichen 
Oszillators nur dann bestehen, wenn s und S in rationalem 
Verhältnis zueinander stehen. 
Nach dem Früheren gilt dasselbe für n und », d.h. es muß 
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(18) y= 
sein, wo p,q ganze Zahlen sind. x ist zunächst beliebig und 
stellt im Falle p=1 die Stoßzahl dar, für welche re 
(19) | 


Zu x gehört ein bestimmter Wert von 8, der mi mit Ss be- 
zeichnet werden möge, und es ist 

S@)_ p’ 
(20) 
wo p’,q’ ganze Zahlen sind. (19) und (20) können offenbar 
nicht bei allen x zugleich erfüllt sein. Machen wir die nächst- 
liegende Annahme, daß S(z) proportional zu 1/2 sei: 


os) 


also ein 


welche Gleichung nur für eine diskrete Folge von ganzen Zahlen 


q,p’, q’ möglich ist. Nach (19) gibt es somit auch nur eine 
diskrete Folge von Werten x. Wir betrachten nun aber den 
besonderen Fall, wo ein Wert x=€ und eine ganze Zahl Q 


existieren derart, daß 
24) gE 1 


und zugleich 


Aus (24), (25) folgt | Haan 
(26) val. 


Diese Gleichung braucht durchaus nicht immer möglich 
zu sein. Da C jedoch gemäß dem Sinne der Gleichung (21) 
von der gerade vorhandenen Konfiguration der Korpuskeln 
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abhiingt, so kann (26) erfiillt sein, wenn die mittlere Weg- 
— lange des Oszillators zufällig die richtige ist.) 
Sei dies der Fall. Aus § folgen dann n nach (17) noch die 
| n, = p&, 


an zu welchen a Werte 


C C 


Die so definierten StoBzahlen n,(p=1,2, 3,..) sind 
somit dadurch ausgezeichnet, daß die zugehörigen Zeitintervalle 
S(n,) im selben Zahlenverhältnis zu s stehen wie » zu n,, und 
daß diese Zahlenverhältnisse besonders einfach sind. Man 


der oben besprochene Energieübergang sich besonders leicht 
vollzieht, während bei allen übrigen durch (23) definierten 


ai selbst bleibt, Diese "Stoßzahlen verhalten 


ae demnach so, als ob überhaupt kein Austausch zwischen Os- 
aillatorenergie O und Translationsenergie E möglich wäre. 
eee \ Wir wollen die durch (27) gegebenen Fälle als Resonanz- 


zustände bezeichnen. Ist Resonanz aber E, 


i=1 


(wo 4, durch (10) definiert ist), also Gleichung (14) nicht 
erfüllt: Der Oszillator kann überhaupt ‘keine periodischen 
_ Schwingungen ausführen. Ist bei Resonanz das Gleichgewicht 


x erreicht, so ist wohl 


1) Ist ! die mittlere Weglänge, und setzt man beispielsweise C “en 

so folgt aus 26) =c/vs. 


darf daraus den Schluß ziehen, daß bei diesen Stoßzahlen n, 
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und es sind nach (14) periodische Schwingungen möglich. 
-Wenn aber der Oszillator solche periodische Schwingungen 
aussenden bzw. aufnehmen würde, so würde sich seine Energie 
ändern, also sofort das Gleichgewicht nach (15) gestört, und 
die periodischen Schwingungen hörten auf. Der Oszillator 
kommt also in diesem Zustand für das Strahlungsfeld ebenfalls 
nicht in Betracht. 

Lediglich außerhalb der Resonanzzustände schwingt der 
Oszillator nach (14) und steht mit dem Strahlungsfeld in Wechsel- 
wirkung. Die in der Zeit t bis t+ T emittierte Energie ist!) 


(33) 

ferner die in derselben Zeit absorbierte Energie *) ah. 
t+T 


t 


Der Oszillator emittiert, wenn (34) gegen (33) verschwindet, 
und absorbiert im umgekehrten Falle. 

Gesetzt nun, der Oszillator befinde sich bei Resonanz im 
Gleichgewicht. Wenn durch Zufall die Stoßzahl sich ändert, 
so gehorcht er plötzlich gänzlich veränderten Gesetzen, nämlich 
der Gleichung (14). Er führt Schwingungen aus von derselben 
Periode wie das Strahlungsfeld. Es ist jedoch gänzlich unwahr- 
scheinlich, daß er auch in derselben Phase schwingt (da der 
Augenblick, wo er zu schwingen anfängt, nur vom Zufall ab- 
hängt). Er nimmt daher keine (oder sehr wenig) Energie aus 
dem Strahlungsfeld auf, (34) verschwindet gegen (88), d. h. der 
Oszillator emittiert. Die Ausstrahlung geschehe so rasch, daß 
durchschnittlich keine Resonanz mehr ‘eintritt, .bevor der 
Oszillator seine ganze Energie emittiert hat. 

Ist nun seine Energie Null, haben also seine Schwingungen 
ganz aufgehört, so vermag der Oszillator auf die Schwingungen 
des Strahlungsfeldes mit gleicher Phase anzusprechen. (34) ist 
gegen (33) sehr groß: der Oszillator absorbiert. Die Absorption 
geschehe wiederum so rasch, daß seine Energie den vollen 
Betrag der an seiner Stelle vorhandenen Strahlungsenergie 

1) Vgl. Planck, l.c. p. 107. oe 

2) Vgl, Planck, l.c, p. 113. tin 
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_ erreichen kann, bevor wieder Resonanz eintritt. Im Laufe der 


Zeit muß wieder einmal der Zufall Resonanz herbeiführen, 
In diesem Augenblick hört der Zusammenhang mit dem 


Strahlungsfeld auf. Es geht entweder Oszillatorenergie in 
; Bewegungsenergie tiber oder umgekehrt, so lange bis Gleich- 
gewicht herrscht.!) Wenn die Stoßzahl wieder zufällig sich 
ändert, beginnt der Oszillator von neuem auszustrahlen. 

Die Emission kann also nur von besonderen Zuständen 
aus geschehen, denen ganz bestimmte, diskrete Energiebeträge 


zugehören. Zur Stoßzahl n, gehöre die Energie O,. Durch 
Absorption kann dagegen kontinuierlich jede beliebige Energie- 


_ menge aufgenommen werden. Die Emission geschieht demnach 
stufenweise. Von jeder Stufe n, aus wird gleich die ganze Energie 


0, des Oszillators ausgestrahlt. Diese Energiewerte O, be- 


rechnen sich nun folgendermaßen: 

Wir nehmen an, es sei in jedem Moment möglich, den 
Raum in so kleine Gebiete einzuteilen, daß in jedem derselben 
_ die Stoßzahl der verschiedenen Korpuskeln nahezu dieselbe 
sei. In dem Gebiet, welches den Oszillator enthält, ist dann 


BE auch die Stoßzahl des Oszillators gleich derjenigen der im 


Gebiet enthaltenen Korpuskeln. Es resultiert also in jedem 
Teilgebiet ein vom Volum unabhängiger Mittelwert der Stoß- 


zahl. Erst wenn die Größe des Gebiets eine gewisse Grenze 


überschreitet, treten wesentliche Abweichungen bei der Mittel- 


_wertsbildung auf. Die zu den Teilgebieten gehörigen Mittel- 


werte sind mit Zeit und Ort veränderlich.?2) Wir identifizieren 

sie mit der früher p. 131 als Zeitmittel eingeführten Stob- 

zahl. 

Es möge in dem den Oszillator umschließenden Teilgebiet 
ein Volumen V ¢ Korpuskeln enthalten. Auf die (fingierte) 


1) Die Geschwindigkeit der Korpuskeln und damit ihre Stoßzahl 
müßte also zu- bzw. abnehmen, wodurch die Resonanz wieder gestört 
würde. Wir nehmen nun an, daß der Zuwachs bzw. die Abnahme an 
Bewegungsenergie sofort auf die entfernteren Gebiete übertragen wird, 
deren Korpuskeln während der fraglichen Zeit mit dem Oszillator nicht 
zusammenstoßen, Die Stoßzahl der den Oszillator treffenden Korpuskeln 
bleibt alsdann erhalten. 

2) Nimmt man aus der räumlichen Verteilung dieser Mittelwerte 
wieder das Mittel, so resultiert ein von der Zeit unabhängiger Wert, der 
mit dem gemeinhin als mittlere Stoßzahl bezeichneten identisch ist. 
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Begrenzung üben dieselben infolge ihrer Stöße einen Druck aus!) 
PX} 
wo die Zeit T kleiner oder gleich der Zeitdauer ist, während 
welcher die Stoßzahl im Gebiet konstant bleibt, und v, die 
Geschwindigkeit darstellt, mit welcher das 7 Korpuskel auf 
die Gefäßwand trifft. Es ist über alle in der Zeit T die Flächen- 
einheit treffenden Stöße zu summieren. Die Bewegungs- 
energie der eingeschlossenen Korpuskeln ist 
(36) 
+ 


(35) K=2m 


also die mittlere Energie eines einzelnen 
Dieses Zahlmittel ist gleich dem Zeitmittel E, über die 
nacheinander gegen den Oszillator stoßenden Korpuskel. __ 
38) 
ist die mittlere Geschwindigkeit derselben?). Sei J die mittlere 


Han 


wo n, die gerade herrschende Stoßzahl ist, so folgt aus (87) 1d i Me 
2 lV mM a 
(42) 0,= tat 


Man erkennt, daß alle Energiewerte O,, von welchen aus“ 
Emission stattfinden kann, ganze Vielfache sind des Energie- 
quantums 


1) Vgl. p. 139 Anm. bei der Korrektur IL lag ir > 
2) Vgl. p. 139 Anm. bei der Korrektur IL. 
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Wir nehmen nun an, daß eine große Zahl N von Oszillatoren 


Ze ‚vorhanden seien; die Dichte ihrer räumlichen Verteilung sei 
os = aber so gering, daß sie einander durch Stöße gegenseitig nicht 

beeinflussen. 


BR oy Dieses System von Oszillatoren hat dann genau die Eigen- 
Her 4 schaften, die zur Ableitung der Planckschen Strahlungs- 
formel nötig sind, nämlich die quantenhafte Emission.) 
| N Auch die bekannte Abhängigkeit des Energiequantums 
Pee von der Frequenz » folgt notwendig aus unserer ar 


gesetzt wird.?) h ist die Wirkungsgröße, welche den Oszillator 
aus einem Resonanzzustand in den benachbarten überführt, 
und legt somit die Größe des Elementargebiets der Wahr- 
scheinlichkeit fest. 
; Die vorstehend diskutierten Verhältnisse sind denen eines 
idealen Gases angepaßt. Das Wesentliche jener Überlegungen, 
welehe zum Modell eines quantenhaft emittierenden Oszillators 
führen, ist jedoch auch auf feste und flüssige Körper über- 
ia So werden unter anderem die Atommodelle von 
> Nicholson und Bohr mit ihren großen Erfolgen einer an- 
Miatioteon Deutung näher gerückt. Die Methode verspricht 
0 sogar überdies auf die Starksche Entdeckung anwendbar zu 
werden, wonach die Linien eines Kanalstrahlenspektrums im 
elektrischen Feld aufgespalten werden. Warburg hat gezeigt?), 
daß eine theoretische Erklärung dann und nur dann möglich 
ist, wenn die Quantenhypothese herangezogen wird. Ein 
Kanalstrahl stellt nun sozusagen den eindimensionalen Fall 
des bisher betrachteten Gebildes dar. Die Quantenhypothese 
ist dann nichts Fremdes sondern folgt, wie im vorigen, aus 


1) Man kann die Plancksche Ableitung für das Strahlungsgesetz 
(z.B. „Wärmestrahlung‘“, 2.° Aufl. 1913, insbes. $ 150ff.) wörtlich auf 
dasselbe anwenden. 

2) Daß h eine universelle Konstante ist, folgt allerdings nicht ohne 
weiteres, vgl. p. 139 Anm. bei der Korrektur HI. 

3) Berichte der D. Phys. Gesellsch. 15, 1259—62, 1913. 
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mechanischen, elektrodynamischen und statistischen Prin- 
zpien. Daß bei der magnetischen Aufspaltung von Spektral- 
linien die Quantentheorie nicht anwendbar ist, würde von 
unserem Gesichtspunkt aus daher rühren, daß bei den be- 
nutzten Temperaturen und Verdünnungen die Bedingung (26) 
p. 188 nicht erfüllt sein kann.?) 


Karlsruhe, Physikal. Institut d. Techn. Hochschule. 

1) Man könnte auch annehmen, daß die betreffenden Elektronen 
im Innern des Atoms angeordnet sind und durch Stöße nicht beeinflußt 
werden. 


Anmerkungen bei der Korrektur: 


I (zu p. 137 Anm. 1): Man nehme der Einfachheit halber an, daß 
wenn ein Korpuskel durch die Begrenzungsfläche nach außen getreten 
ist, ein anderes so von außen eintritt, als ob das erste elastisch reflek- 
tiert worden wäre. Die Begrenzungsfläche kann nun als feste elastische 
Wand betrachtet werden. Im Inneren führe man die Korpuskeln künst- 
lich so, wie sie ohne Wand laufen würden. Dann üben sie (vgl. Boltz- 
mann, Kinet. Gastheorie, p. 10/11) auf die Wand den durch (85) ge- 
gebenen Druck aus. 


IL (zu p. 137 Anm. 2): Macht man nämlich die Annahme, daß die 
Zahl der in einer bestimmten Zeit durchschnittlich die Fläche durch- 
setzenden Korpuskeln von Ort und Zeit unabhängig sei, so gilt dasselbe 
für die Flächeneinheit, und es ist 


T=ir.o. 
Dabei ist iz die Zahl der in der Zeit T von innen auf die Flächen- 
einheit treffenden Korpuskeln und o die Zeit, die zwischen dem Eintreffen 


zweier aufeinanderfolgender Korpuskeln durchschnittlich wae Wable 
man nun die Zeiteinheit so, daß o = 1, so ist Es 1° 


T=ir. 


5 
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ist dann die mittlere Geschwindigkeit der gegen den Oszillator stoBenden 
Korpuskeln, wenn die Oberfläche so klein ist, daß alle sie durchsetzenden 
Korpuskeln von dem umschlossenen Oszillator herkommen, 


III (zu p. 138 Anm. 2): Man erkennt leicht, daß h jedenfalls bei 
ein und demselben Modell von Zeit und Ort unabhängig ist. Denn die 
Weglänge / ändert sich (nach Boltzmann, l.c. p. 70, Anm.1) bei 
gleichbleibender Dichte nicht mit der Temperatur. Ebenso wird sie auch 
dieselbe sein in den vsrschiedenen Gebieten, die für die StoBzahl ver- 
schiedene Mittelwerte ergeben. Da ferner {/V die Dichte der räum- 
lichen Verteilung der Korpuskeln darstellt, die als räumlich und zeitlich 
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R. Schachenmeier. Dynamische Bedeulung usw. 


konstant angesehen werden kann, so gilt dasselbe für den Grenzwert V/£, 
m hat diese Eigenschaft nach seiner Bedeutung als Molekulargewicht, 
und für Q folgt sie aus seiner Definition. 

Um zu beweisen, daß % auch vom Molekulargewicht m und der 
Dichte also auch von / unabhängig ist, ist zu beachten, daß bei will 
kürlicher Wahl der Zeiteinheit in (45) noch die Größe o auftritt. 
diesem Fall ist nämlich: 


Qa’ 


= l 
3 m 2 

Es wäre dann zu zeigen, daß Änderungen von m und / durch eine ent- 

sprechende Anderung von o bzw. Q kompensiert werden, =| 


(Eingegangen 22. Februar 1915.) 
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